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5 êëàññ

5.1. Ïðèäóìàéòå õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, ÷òîáû îäíà èç åãî öè�ð áûëà â 4 ðàçà ìåíüøå

ñóììû âñåõ öè�ð, à äðóãàÿ èç åãî öè�ð áûëà â 5 ðàç ìåíüøå ñóììû âñåõ åãî öè�ð.

5.2. Àëèíà íà óðîêå ðèñîâàíèÿ íàðèñîâàëà â òåòðàäè øåñòèóãîëüíèê, êàê íà ðèñóíêå.

Ñëåäóþùèé óðîê áûë óðîêîì ìàòåìàòèêè, è òàì å¼ ñïðîñèëè: êàêàÿ ó ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà

ïëîùàäü. Ïîìîãèòå Àëèíå è íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà (ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà

1 ñàíòèìåòðó).

5.3. Äîáðûíÿ êàæäûé äåíü äîáèðàåòñÿ äî øêîëû ïåøêîì, ïðîõîäÿ 2 êèëîìåòðà. Ïî

ïóòè îí ïðîõîäèò 10 êâàðòàëîâ, òðàòÿ íà êàæäûé êâàðòàë 1 ìèíóòó. 1 ìàÿ ïåðåêðûëè îäèí

êâàðòàë íà ïðèâû÷íîì ïóòè Äîáðûíè è åìó ïðèøëîñü ïðîéòè íà 2 êâàðòàëà áîëüøå, ÷òîáû
äîáðàòüñÿ äî øêîëû. Ñêîëüêî ìåòðîâ â ìèíóòó íàäî ïðîõîäèòü Äîáðûíå, ÷òîáû ïîòðàòèòü

òåïåðü íà ñâîé ïóòü òî æå âðåìÿ, ÷òî è îáû÷íî.

5.4. Ïðîâîæàÿ 2023-é ãîä, 5 êëàññ èãðàë â íåòàéíîãî Ñàíòó. Äåòè ñåëè â êðóã è êàæäûé

ïîäàðèë íåñêîëüêî ïîäàðêîâ ñâîåìó ëåâîìó ñîñåäó, à ïîòîì ïîäàðèë ïðàâîìó ñîñåäó ñòîëüêî

æå ïîäàðêîâ, ñêîëüêî ïîëó÷èë îò íåãî. Ïîñëå ýòîãî ìàëü÷èê Äèìà çàÿâèë, ÷òî âñåãî â èãðå

áûëî 2023 ïîäàðêà, à äåâî÷êà Êàòÿ � ÷òî 2024. Èçâåñòíî, ÷òî êòî-òî èç íèõ ïðàâ. Îïðåäåëèòå,
êòî èìåííî, åñëè ïîëó÷åííûå îäèí ðàç ïîäàðêè íèêòî íå ïåðåäàðèâàë.

5.5. Â àë�àâèòå ïëåìåíè Ûâóçàê åñòü òîëüêî òðè ñîãëàñíûå: Â, Ç èÊ è òîëüêî òðè ãëàñ-

íûå: Ó, À èÛ. Ñòàðåéøèíà ïëåìåíè Ïèêàäîð çàìåòèë â ñëîâå ÂÓÇÀÊÀ äâà õîðîøèõ ñâîé-

ñòâà: 1) �ëàñíûå è ñîãëàñíûå áóêâû â ýòîì ñëîâå ÷åðåäóþòñÿ; 2) Â ýòîì ñëîâå ïàðû ñîñåäíèõ

áóêâ: ÂÓ, ÓÇ, ÇÀ, ÀÊ è ÊÀ � íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ïîìîãèòå ñòàðåéøèíå íàéòè ìàêñèìàëüíîå

ïî äëèíå ñëîâî (åñëè èõ íåñêîëüêî, òî ãîäèòñÿ ëþáîå), â êîòîðîì òàêæå âûïîëíÿþòñÿ îáà

õîðîøèõ ñâîéñòâà è óáåäèòå ñòàðåéøèíó â òîì, ÷òî åãî äëèíà ìàêñèìàëüíà.

5.6. Â ðÿä ñòîèò 11 ñòóëüåâ. Äâà âåäóùèõ ðåøèëè ñûãðàòü â èãðó: îíè ïî î÷åðåäè ñàæàþò
íà ýòè ñòóëüÿ ëþäåé èç çàëà, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö. Ïîñëå òîãî, êàê

âñå ñòóëüÿ îêàçàëèñü çàíÿòû, âñå ñèäÿùèå íà ñòóëüÿõ, åñëè ìîãóò, ãîâîðÿò �ðàçó "�ÿäîì ñî

ìíîé ñèäÿò ðûöàðü è ëæåö" (ðûöàðè ïðè ýòîì äîëæíû ñêàçàòü ïðàâäó, à ëæåöû � ñîëãàòü).

Åñëè áóäåò ïðîèçíåñåíî íå÷¼òíîå ÷èñëî �ðàç, âûèãðûâàåò íà÷èíàþùèé, à åñëè ÷¼òíîå � åãî

ñîïåðíèê. Êòî èç âåäóùèõ ìîæåò âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà? (Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî â çàëå êàê ðûöàðåé, òàê è ëæåöîâ áîëüøå 11.)
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6 êëàññ

6.1. Ìàøà è Äàøà ïîëó÷èëè â ñòîëîâîé êàøó. Åñëè çàáðàòü ó Ìàøè òðåòü âñåé å¼ êàøè

è âûäàòü Äàøå òðåòü âñåé å¼ êàøè, òî ó äåâî÷åê áóäåò ïîðîâíó êàøè. Âî ñêîëüêî ðàç Ìàøà

ïîëó÷èëà áîëüøå êàøè, ÷åì Äàøà?

6.2. Â èãðå "Âåñ¼ëàÿ �åðìà" äâà âèäà âàëþòû: ëèìîíû è êàïóñòà. Â ÿíâàðå ïîëüçîâàòåëü

çàïëàòèë çà ïîäïèñêó îäèí ëèìîí è 7 êàïóñò, â �åâðàëå � 5 ëèìîíîâ è êàïóñòó. Íà ìàðò

ó íåãî îñòàëîñü 3 ëèìîíà è 3 êàïóñòû. Õâàòèò ëè ýòîãî äëÿ îïëàòû ïîäïèñêè, åñëè öåíà

ïîäïèñêè íå ìåíÿåòñÿ èç ìåñÿöà â ìåñÿö?

6.3. Ó Àëåêñàíäðà åñòü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è 6. Îí ðàçáèë ýòè ÷èñëà íà 3 ïàðû, ïåðå-
ìíîæèë ÷èñëà â êàæäîé ïàðå, ñëîæèë ýòè òðè ïðîèçâåäåíèÿ, è òîëüêî èõ ñóììó âûïèñàë íà

äîñêó. Ïîòîì îí ñíîâà ðàçáèë òå æå øåñòü ÷èñåë ïî ïàðàì ìíîæèòåëåé (âîçìîæíî äðóãèõ),

íàøåë ïðîèçâåäåíèÿ, à èõ ñóììó ñíîâà âûïèñàë íà äîñêó. Àëåêñàíäð äî ñèõ ïîð ðàçáèâà-

åò ÷èñëà íà ïàðû ìíîæèòåëåé, ñóììèðóåò ïðîèçâåäåíèÿ è âûïèñûâàåò ñóììû. Ìîæåò ëè

òàê ñëó÷èòñÿ, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ñðåäè çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë áóäåò 6 ðàçëè÷íûõ

÷¼òíûõ?

6.4. Êâàäðàò 7×7 ðàçðåçàëè áåç îñòàòêà íà �èãóðêè äâóõ òèïîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
(�èãóðêè ìîæíî ëþáûìè ñïîñîáàìè ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü). Êàêîå íàèáîëüøåå

êîëè÷åñòâî �èãóðîê èç 5 êëåòîê ìîãëî ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàçðåçàíèè?

6.5. Â òðåóãîëüíîé òàáëèöå èç 16 êëåòîê (ñì. ðèñóíîê) â êàæäîé êëåòêå ðàñïîëîæåí

ëèáî ðûöàðü, âñåãäà ãîâîðÿùèé ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé ãîâîðèò

òîëüêî ëîæü. Ëþäè íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè, åñëè òðåóãîëüíèêè ñ íèìè

èìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû. Êàæäûé èç 16 ÷åëîâåê ïðîèçí¼ñ �ðàçó:
"Cðåäè ìîèõ ñîñåäåé íå÷¼òíîå ÷èñëî ðûöàðåé". Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî

ðûöàðåé ìîæåò áûòü â òàáëèöå?

6.6 Ó÷åíèêè íåêîòîðîãî êëàññà ñîçäàëè íåñêîëüêî ÷àòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ áîëüøå

îäíîãî ÷åëîâåêà. Èçâåñòíî, ÷òî íåò ïàðû ÷àòîâ, â êîòîðûõ ðîâíî îäèí îáùèé ó÷åíèê. Íà 14
�åâðàëÿ ó÷èòåëü õî÷åò ðàçäåëèòü êëàññ íà äâå ãðóïïû: îäíó îòâåñòè â ìóçåé, à äðóãóþ � â

òåàòð. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü ýòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ÷àòå îêàçàëñÿ

è ó÷åíèê, êîòîðûé ñõîäèë â òåàòð, è ó÷åíèê, êîòîðûé ñõîäèë â ìóçåé.
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7 êëàññ

7.1. Ñîåäèíèòå öåíòðû êðóãîâ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè (ñì. ðèñóíîê) äåñÿòüþ çàìêíó-

òûìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ëîìàíûìè (êàæäàÿ ëîìàíàÿ ñîåäèíÿåò öåíòðû ðîâíî äâóõ êðó-

ãîâ) òàê, ÷òî âñå çâåíüÿ êàæäîé ëîìàíîé ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì êâàäðàòà, à êîíöû çâåíüåâ

ëåæàò â îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå òî÷êàõ � ñåðåäèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê.
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7.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

2562 + 253 · 254 · 258 · 259
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

7.3. �àññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè ðàâíî 2024 êì. Ïóòåøåñòâåííèê ïðåîäîëåë ýòî ðàññòî-

ÿíèå íà âåëîñèïåäå, ïðîåçæàÿ êàæäûé äåíü öåëîå ÷èñëî êèëîìåòðîâ, íå ìåíüøåå 70, íî íå
áîëüøåå 80. Ïðè ýòîì â êàæäûé ÷¼òíûé äåíü ïóòè îí ïðîåçæàë îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå; â

êàæäûé íå÷¼òíûé � òîæå îäèíàêîâîå, íî äðóãîå. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîåçæàë ïóòåøå-

ñòâåííèê â ÷¼òíûé è ñêîëüêî â íå÷¼òíûé äåíü? Ïðèâåäèòå âñå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàæèòå,

÷òî äðóãèõ íåò.

7.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: âû÷åðêíóâ íåêî-

òîðûå åãî öè�ðû (âñå, êðîìå äâóõ) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå íàïåð¼ä çàäàííîå äâóçíà÷íîå

÷èñëî. Îòâåò îáîñíóéòå.

7.5. Èìååòñÿ 14 ïðîáèðîê ñ êèñëîòîé; â ïåðâîé ðîâíî 1 ìë, âî âòîðîé � 2 ìë â òðåòüåé

� 3 ìë è òàê äî ïîñëåäíåé, â êîòîðîé 14 ìë êèñëîòû. Òàêæå èìååòñÿ ïóñòàÿ ñêëÿíêà ¼ì-

êîñòüþ 100 ìë. Ñòàðøèé è ìëàäøèé ëàáîðàíòû (ñòàðøèé íà÷èíàåò) ïî î÷åðåäè âûëèâàþò

êèñëîòó èç ïðîáèðîê â ñêëÿíêó; êàæäûé â ñâîé õîä ïîëíîñòüþ îïîðîæíÿåò îäíó âûáðàí-

íóþ èì ïðîáèðêó (ëþáóþ èç åù¼ íå îïóñòåâøèõ). Òîò èç ëàáîðàíòîâ, ïîñëå õîäà êîòîðîãî

ñêëÿíêà ïåðåïîëíèòñÿ, áåð¼ò íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ïðîëèòóþ êèñëîòó è áóäåò äåëàòü

óáîðêó â ëàáîðàòîðèè; ðàçóìååòñÿ, íè òîò, íè äðóãîé ëàáîðàíòû ýòîãî íå õîòÿò. Êòî, ñòàð-

øèé èëè ìëàäøèé ëàáîðàíò, ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè óáîðùèêà, êàê áû åãî êîëëåãà ýòîìó

íå ïðåïÿòñòâîâàë? Îòâåò îáîñíóéòå.

7.6. Íà ñòîðîíàõ AB è DA êâàäðàòà ABCD îòìåòèëè ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè P è M òàê,

÷òî BP = AM . Äîêàæèòå, ÷òî 2PM > AC.
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8 êëàññ

8.1. Çàðÿäà àêêóìóëÿòîðà õâàòèò, ÷òîáû îäíà ëàìïà ãîðåëà ðîâíî îäèí ÷àñ. Ê àêêóìó-

ëÿòîðó ïîäêëþ÷åíî 5 ëàìï, ó êàæäîé ëàìïû åñòü ñâîé âûêëþ÷àòåëü. Åñëè ãîðèò íåñêîëüêî

ëàìï, òî çàðÿä ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè ðàâíîìåðíî. Åñëè ëàìïà ãîðåëà íåïðåðûâíî â

òå÷åíèå 10 ìèíóò, îíà íà÷èíàåò ìèãàòü. Êàê òîëüêî çàðÿä àêêóìóëÿòîðà çàêàí÷èâàåòñÿ, âñå
ëàìïû îòêëþ÷àþòñÿ. Êàê îòìåðèòü ðîâíî 22 ìèíóòû?

8.2.Ìàêñèì çàãàäàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ñëîæèë âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò n äî n+10 è
ïîëó÷èë ÷èñëî M . Àíòîí âçÿë ýòè æå ñàìûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðåìíîæèë èõ è ïîëó÷èë

÷èñëî A. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäíèå ÷åòûðå öè�ðû M ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè ÷åòûðüìÿ

öè�ðàìè A. Êàêèìè ìîãóò áûòü ýòè ÷åòûðå öè�ðû? Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå,

÷òî äðóãèõ íåò.

8.3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè âåðøèíå C ïðîâåäåíà

âûñîòà CH . M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ CH è áèññåêòðèñû óãëà BAC. Òî÷êà K íà îòðåçêå BH
òàêîâà, ÷òî MK ⊥ AM è HK : BK = 1 : 8. Íàéäèòå îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC.

8.4. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c òàêèõ, ÷òî ÷èñëî

1

a+ 1

b+ 1

c

+
1

c+ 1

b+ 1

a

ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

8.5. Íåêîòîðûé àë�àâèò ñîñòîèò èç n áóêâ. Ñòðîêó S, ñîñòàâëåííóþ èç áóêâ ýòîãî àë�à-

âèòà, áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíîé, åñëè âû÷¼ðêèâàíèåì áóêâ èç S ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ

ïåðåñòàíîâêó àë�àâèòà. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà óíèâåðñàëüíîé ñòðîêè, åñëè:

à) n = 2; (1 áàëë)

á) n = 3? (3 áàëëà)

Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ n = 4 óíèâåðñàëüíàÿ ñòðîêà äëèíû:

â) 11; (5 áàëëîâ)

ã) 12; (3 áàëëà)

ä) 13? (2 áàëëà)
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9 êëàññ

9.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà âåðøè-

íû óêàçàííîãî íà ðèñóíêå ãðà�à òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêèå äâå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå

ðåáðîì, èìåëè ðàçëè÷íûå öâåòà? (Âñåãî 2024 òðåóãîëüíèêà)

9.2. Ñíà÷àëà íà äîñêå áûëî íàïèñàíî îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî X < 2024. Ïàøà íåñêîëüêî
ðàç ïðîäåëûâàë ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: ñòèðàë ñ äîñêè îäíî èç èìåþùèõñÿ òàì ÷èñåë (íàçî-

â¼ì åãî A), à âìåñòî íåãî âûïèñûâàë íà äîñêó äâà äðóãèõ ÷èñëà: 2 · A è 3 · A. Êîãäà Ïàøà
çàêîí÷èë ñâîè îïåðàöèè, ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ íà äîñêå ÷èñåë ðàâíÿëàñü 2024. Íàéäèòå
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ X . Ïðèâîäèòü ïðèìåðû äåéñòâèé Ïàøè íå íóæíî.

9.3. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2bc + ab2c+ abc2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(a

c

)2

+
(a

b

)2

>

(

1

bc

)2

− 1.

9.4. Òî÷êà K � ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà M
� ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Íà îòðåçêå AB íàøëàñü òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî ∠BKP = ∠PBM è

∠PMB = ∠PBK. Äîêàæèòå, ÷òî AB = 3AC.

9.5. Â êàæäóþ êëåòêó äîñêè n×m ïîëîæèëè ïî îäíîé ìîíåòå. Ìîíåòó, ëåæàùóþ îðëîì

ââåðõ, ðàçðåøåíî çàáðàòü; ïðè ýòîì âñå ìîíåòû, ëåæàùèå â ñîñåäíåé ïî ñòîðîíå êëåòêå ñ

çàáèðàåìîé, ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Åñëè äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî çàáðàòü âñå ìîíåòû

ñ äîñêè, ðàñêëàäêà ìîíåò íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé. Èçíà÷àëüíî îðëîì ââåðõ ëåæèò k ìîíåò.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m = 1 è k íå÷¼òíîå, òî ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà; (3 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà m è k íå÷¼òíûå, òî ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà; (4 áàëëîâ)

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà, òî ÷èñëî nm+n+m+k ÷¼òíîå; (5 áàëëîâ)

ã) Îáÿçàòåëüíî ëè ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà, åñëè ÷èñëî nm+ n+m+ k ÷¼òíîå? (2 áàëëà)
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XXIII ÂÓÇÎÂÑÊÎ-ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Åêàòåðèíáóðã, Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2024

10 êëàññ

10.1. Êëóá "Ìåäèòàöèÿ ìîðåì" ñîáðàë 27 ðîëèêîâ øóìà ïðèáîÿ äëèòåëüíîñòüþ 1, 2,
. . . , 27 ÷àñîâ. �îëèêè áûëè ñ àðõèïåëàãîâ: �àëàïàãîñû, Çàíçèáàð è Êåðãåëåí. Ñðåäíÿÿ ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü ðîëèêà ñ �àëàïàãîñîâ � 3 ÷àñà,  Êåðãåëåí � 18 ÷àñîâ, à ñ Çàíçèáàðà � 15
÷àñîâ. Ñêîëüêî ðîëèêîâ ñ êàæäîãî àðõèïåëàãà îêàçàëîñü â ðàñïîðÿæåíèè êëóáà "Ìåäèòàöèÿ

ìîðåì"? Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

10.2. ×àïàåâ íàïèñàë ìíîãî÷ëåí 2024 ñòåïåíè è Ïåòüêà íàïèñàë ìíîãî÷ëåí 2024 ñòåïåíè.
Ïîòîì êàæäûé èç íèõ âîçâåë ñâîé ìíîãî÷ëåí â êâàäðàò, ïîñëå ÷åãî ýòè êâàäðàòû âû÷ëè îäèí

èç äðóãîãî. Ïîëó÷èëñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Âåðíî ëè, ÷òî åãî ñòåïåíü õîòÿ áû 2024?

10.3. Â íà÷àëå èãðû "Ñòîë Êîðîëÿ Àðòóðà" â çàëå íàõîäÿòñÿ 100 ðûöàðåé è 500 ëæåöîâ, à
íà ñöåíå � äâîå âåäóùèõ è êðóãëûé ñòîë íà 13 ïåðñîí. Êàæäûé âåäóùèé â ñâîé õîä âûáèðàåò
ñâîáîäíîå ìåñòî è ïðèãëàøàåò íà íåãî çðèòåëÿ èç çàëà. Ïîñëå òîãî êàê âñå 13 ìåñò çà ñòîëîì
çàíÿòû, âñå ñèäÿùèå êðè÷àò �ðàçó ¾È ðûöàðü, è ëæåö � ìîé ñîñåä¿, åñëè, êîíå÷íî, ìîãóò

ýòî ñäåëàòü (ðûöàðè âñåãäà ïðàâäèâû, ëæåöû � íàîáîðîò, à âåäóùèå çíàþò âñåõ). Åñëè �ðàçó

ïðîêðè÷àò íå÷¼òíîå ÷èñëî ñèäÿùèõ çà ñòîëîì, âûèãðûâàåò ïåðâûé âåäóùèé, à åñëè ÷¼òíîå

� âòîðîé. Êòî èç âåäóùèõ ìîæåò âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà?

10.4. Áèëë Êàé�åð ñîáðàëñÿ íàðèñîâàòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê íà áóìàãå â êëå-

òî÷êó. Ïîìîãèòå åìó, äëÿ ÷åãî ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ íåíóëåâûõ a è b ðåøèòå ñèñòåìó

a2 + y2 = b2 + z2 = (a− b)2 + (y − z)2,

òî åñòü âûðàçèòå y è z ÷åðåç a è b è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

10.5. Çåíîí íàðèñîâàë êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, çàòåì, íà îäíîé èç åãî ñòî-

ðîí, êàê íà ãèïîòåíóçå, ïîñòðîèë ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.

Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå, íà âñåõ êàòåòàõ âíîâü ïîëó÷åí-

íûõ ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ îí ñòðîèë

ïî åùå îäíîìó êâàäðàòó, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ, íà ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ñòîðîíå, êàê íà ãèïîòåíóçå, ðèñîâàë íîâûé ðàâíî-

áåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Ïîñëå òîãî, êàê ýòà

ïðîöåäóðà áûëà ïîâòîðåíà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, îí ïîëó÷èë

óçîð Φ (íà ðèñóíêå ñïðàâà íàðèñîâàíà ëèøü ÷àñòü óçîðà).

a) Ìîæíî ëè ñîâåðøèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ, ïðîé-

äÿ ïî ëèíèÿì óçîðà Φ ìàðøðóò êîíå÷íîé äëèíû? (2 áàëëà)

á) Ìîæíî ëè èç ëþáîé òî÷êè óçîðà Φ â ëþáóþ äðóãóþ åãî

òî÷êó ïðîëîæèòü ïðîõîäÿùèé ïî ëèíèÿì óçîðà ìàðøðóò äëèíû íå áîëüøå 100? (4 áàëëà)

â) Åñëè çàêðàñèòü â óçîðå Φ âñå ïîñòðîåííûå êâàäðàòû è ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè, òî êîíå÷íà ëè çàêðàøåííàÿ ïëîùàäü? (2 áàëëà)

ã) Êîíå÷íà ëè ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ëèíèé óçîðà Φ? (6 áàëëîâ)

6



XXIII ÂÓÇÎÂÑÊÎ-ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Åêàòåðèíáóðã, Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2024

11 êëàññ

11.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà âåðøè-

íû óêàçàííîãî íà ðèñóíêå ãðà�à òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêèå äâå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå

ðåáðîì, èìåëè ðàçëè÷íûå öâåòà? (Âñåãî 2024 òðåóãîëüíèêà è 1012 êâàäðàòîâ)

11.2. Â êëåòêè òàáëèöû 3×3 âïèñàíû öè�ðû 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, êàæäàÿ ïî îäíîìó ðàçó.
Â ýòîé òàáëèöå ìîæíî ïðî÷åñòü òðè òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà, ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî, è åù¼ òðè

òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà, ÷èòàÿ ñâåðõó âíèç. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ýòè 6 ÷èñåë â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

11.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë x, y, ãäå 0 < x < y < π
2
, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

cosx− cos y <
1

2
(y2 − x2).

11.4. Äàí êâàäðàò ABCD è òî÷êà E, íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè êâàäðàòà, òàêàÿ, ÷òî

ABE � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà CDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H .

Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABH � ðàâíîñòîðîííèé.

11.5.Ïóòü N > 4� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî S(x, y) =
√
x+

√
y íàçîâ¼ì ïðèáëèæåíèåì

÷èñëà

√
N , åñëè x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ðàçíîñòü

√
N − S(x, y) íåîòðèöàòåëüíà. Ñðåäè

âñåõ ïðèáëèæåíèé

√
N íàçîâ¼ì íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì òî, ïðè êîòîðîì ðàçíîñòü

√
N −

S(x, y) ìèíèìàëüíà. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå
√
N îáîçíà÷èì çà SN . Íàïðèìåð,

S5 =
√
1 +

√
1,

S6 =
√
1 +

√
2,

S15 =
√
2 +

√
6.

à) Äîêàæèòå, ÷òî

√
N > SN >

√
N − 1. (2 áàëëà)

á) Ïóñòü N = 2k � ÷¼òíîå ÷èñëî. Íàéäèòå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå S(x, y) ÷èñëà
√
N

ïðè îãðàíè÷åíèè x+ y = k. (4 áàëëà)

â) Äîêàæèòå, åñëè N = 2k, ãäå k � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî SN 6=
√
N . (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîñòîì íå÷¼òíîì k ïîëó÷åííîå â ïóíêòå (á) ïðèáëèæåíèå íà ñàìîì
äåëå ÿâëÿåòñÿ SN (äàæå áåç îãðàíè÷åíèé íà ñóììó x+ y). (5 áàëëîâ)
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�ÅØÅÍÈß

5 êëàññ

5.1. Ïðèäóìàéòå õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, ÷òîáû îäíà èç åãî öè�ð áûëà â 4 ðàçà ìåíüøå

ñóììû âñåõ öè�ð, à äðóãàÿ èç åãî öè�ð áûëà â 5 ðàç ìåíüøå ñóììû âñåõ åãî öè�ð.

�åøåíèå. Íàïðèìåð, ïîäîéä¼ò ÷èñëî 4925. Ñóììà öè�ð 20, 4 â ïÿòü ðàç ìåíüøå 20 è 5
â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå 20.

5.2. Àëèíà íà óðîêå ðèñîâàíèÿ íàðèñîâàëà â òåòðàäè øåñòèóãîëüíèê, êàê íà ðèñóí-

êå. Ñëåäóþùèé óðîê áûë óðîêîì ìàòåìàòèêè, è òàì å¼ ñïðîñèëè: êàêàÿ ó ýòîãî øåñòè-

óãîëüíèêà ïëîùàäü. Ïîìîãèòå Àëèíå è íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà (ñòîðîíà

êëåòêè ðàâíà 1 ñàíòèìåòðó).

�åøåíèå. �àçîáüåì íàøó �èãóðó, íà îáëàñòè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïëîùàäü êàæ-

äîãî èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ñîîòâåòñòâåííîãî ïðÿìî-

óãîëüíèêà. Òîãäà ïëîùàäü âñåé �èãóðû ðàâíà: 23 + 3 + 1, 5 + 3 + 3 + 5 + 1, 5 = 40.

5.3. Äîáðûíÿ êàæäûé äåíü äîáèðàåòñÿ äî øêîëû ïåøêîì, ïðîõîäÿ 2 êèëîìåòðà. Ïî

ïóòè îí ïðîõîäèò 10 êâàðòàëîâ, òðàòÿ íà êàæäûé êâàðòàë 1 ìèíóòó. 1 ìàÿ ïåðåêðûëè

îäèí êâàðòàë íà ïðèâû÷íîì ïóòè Äîáðûíè è åìó ïðèøëîñü ïðîéòè íà 2 êâàðòàëà áîëüøå,
÷òîáû äîáðàòüñÿ äî øêîëû. Ñêîëüêî ìåòðîâ â ìèíóòó íàäî ïðîõîäèòü Äîáðûíå, ÷òîáû

ïîòðàòèòü òåïåðü íà ñâîé ïóòü òî æå âðåìÿ, ÷òî è îáû÷íî.
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�åøåíèå. Îáû÷íûé ïóòü Äîáðûíè ñîñòàâëÿåò 2 êì, çà 10 êâàðòàëîâ, çíà÷èò îäèí êâàð-
òàë 200 ì, à çíà÷èò ñêîðîñòü Äîáðûíè 200 ì/ìèí. 1 ìàÿ äëèíà ïóòè Äîáðûíè ñîñòàâèò 12
êâàðòàëîâ � 2400 ì. ×òîáû ïðîéòè 2400 ì çà 10 ìèíóò, íåîáõîäèìî äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòü

240 ì/ìèí.

Îòâåò. 240 ì/ìèí.

5.4. Ïðîâîæàÿ 2023-é ãîä, 5 êëàññ èãðàë â íåòàéíîãî Ñàíòó. Äåòè ñåëè â êðóã è êàæäûé

ïîäàðèë íåñêîëüêî ïîäàðêîâ ñâîåìó ëåâîìó ñîñåäó, à ïîòîì ïîäàðèë ïðàâîìó ñîñåäó ñòîëüêî

æå ïîäàðêîâ, ñêîëüêî ïîëó÷èë îò íåãî. Ïîñëå ýòîãî ìàëü÷èê Äèìà çàÿâèë, ÷òî âñåãî â

èãðå áûëî 2023 ïîäàðêà, à äåâî÷êà Êàòÿ � ÷òî 2024. Èçâåñòíî, ÷òî êòî-òî èç íèõ ïðàâ.

Îïðåäåëèòå, êòî èìåííî, åñëè ïîëó÷åííûå îäèí ðàç ïîäàðêè íèêòî íå ïåðåäàðèâàë.

�åøåíèå. Ïóñòü ìàëü÷èê Ïåòÿ ïîëó÷èë x ïîäàðêîâ îò ïðàâîãî ñîñåäà, òîãäà è îòäàë

îí òîæå x ïîäàðêîâ ïðàâîìó ñîñåäó, à çíà÷èò ñóììàðíî â îáìåíå ñ ïðàâûì ñîñåäîì Ïåòè

ó÷àñòâîâàëî 2x ïîäàðêîâ � ÷¼òíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì âñå ïàðû ñîñåäíèõ äåòåé, â êàæäîé

ïàðå áûëî èñïîëüçîâàíî ÷åòíîå ÷èñëî ïîäàðêîâ, à çíà÷èò è âñåãî áûëî èñïîëüçîâàíî ÷¼òíîå

÷èñëî ïîäàðêîâ, à çíà÷èò ïðàâà Êàòÿ.

Îòâåò. Êàòÿ.

5.5. Â àë�àâèòå ïëåìåíè Ûâóçàê åñòü òîëüêî òðè ñîãëàñíûå: Â, Ç è Ê è òîëüêî

òðè ãëàñíûå: Ó, À è Û. Ñòàðåéøèíà ïëåìåíè Ïèêàäîð çàìåòèë â ñëîâå ÂÓÇÀÊÀ äâà

õîðîøèõ ñâîéñòâà: 1) �ëàñíûå è ñîãëàñíûå áóêâû â ýòîì ñëîâå ÷åðåäóþòñÿ; 2) Â ýòîì

ñëîâå ïàðû ñîñåäíèõ áóêâ: ÂÓ, ÓÇ, ÇÀ, ÀÊ è ÊÀ � íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ïîìîãèòå ñòàðåéøèíå

íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïî äëèíå ñëîâî (åñëè èõ íåñêîëüêî, òî ãîäèòñÿ ëþáîå), â êîòîðîì

òàêæå âûïîëíÿþòñÿ îáà õîðîøèõ ñâîéñòâà è óáåäèòå ñòàðåéøèíó â òîì, ÷òî åãî äëèíà

ìàêñèìàëüíà.

�åøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî áóêâ â ñëîâå íà 1 áîëüøå, ÷åì ïàð ñîñåäíèõ áóêâ. Âñåãî

âîçìîæíûõ ïàð ãëàñíàÿ ñîãëàñíàÿ ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà 2 × 3 × 3 = 18. Çíà÷èò äëèíà ñëîâà íå
ïðåâîñõîäèò 19.

Ïðèìåð. ÂÀÇÀÊÀÂÓÇÓÊÓÂÛÇÛÊÛÂ.

Îòâåò. 19.

5.6. Â ðÿä ñòîèò 11 ñòóëüåâ. Äâà âåäóùèõ ðåøèëè ñûãðàòü â èãðó: îíè ïî î÷åðåäè ñà-

æàþò íà ýòè ñòóëüÿ ëþäåé èç çàëà, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö. Ïîñëå

òîãî, êàê âñå ñòóëüÿ îêàçàëèñü çàíÿòû, âñå ñèäÿùèå íà ñòóëüÿõ, åñëè ìîãóò, ãîâîðÿò

�ðàçó "�ÿäîì ñî ìíîé ñèäÿò ðûöàðü è ëæåö" (ðûöàðè ïðè ýòîì äîëæíû ñêàçàòü ïðàâäó,

à ëæåöû � ñîëãàòü). Åñëè áóäåò ïðîèçíåñåíî íå÷¼òíîå ÷èñëî �ðàç, âûèãðûâàåò íà÷èíàþ-

ùèé, à åñëè ÷¼òíîå � åãî ñîïåðíèê. Êòî èç âåäóùèõ ìîæåò âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò èãðû

ñîïåðíèêà? (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â çàëå êàê ðûöàðåé, òàê è ëæåöîâ áîëüøå 11.)

�åøåíèå. Ïóñòü ïåðâûì õîäîì ïåðâûé âåäóùèé íà øåñòîå (öåíòðàëüíîå) ìåñòî ïîñàäèò

ëæåöà. Ïîñëå ýòîãî âñå ìåñòà ðàçîáüþòñÿ íà äâå ãðóïïû: ñ 1 ïî 5 è ñ 7 ïî 11. Òîãäà äàâàéòå
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ðàçîáüåì ìåñòà íà ïàðû (1, 11), (2, 10), (3, 9), (4, 8) è (5, 7). Ïóñêàé âòîðîé êàê-òî ñõîäèë, òîãäà
ïåðâûé äóáëèðóåò ýòîò õîä íà ìåñòå èç ïàðû. Òàêèì îáðàçîì ñëåâà è ñïðàâà îò öåíòðàëüíîãî

ìåñòà áóäåò ïðîèçíåñåíî ïîðîâíó �ðàç è öåíòðàëüíûé ëæåö òàêæå ïðîèçíåñåò �ðàçó, òàê

êàê ðÿäîì ñ íèì áóäóò ïðåäñòàâèòåëè îäíîãî ïëåìåíè, à çíà÷èò �ðàç áóäåò ïðîèçíåñåíî

íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî.
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6 êëàññ

6.1. Ìàøà è Äàøà ïîëó÷èëè â ñòîëîâîé êàøó. Åñëè çàáðàòü ó Ìàøè òðåòü âñåé å¼

êàøè è âûäàòü Äàøå òðåòü âñåé å¼ êàøè, òî ó äåâî÷åê áóäåò ïîðîâíó êàøè. Âî ñêîëüêî

ðàç Ìàøà ïîëó÷èëà áîëüøå êàøè, ÷åì Äàøà?

�åøåíèå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ó äåâî÷åê ñòàëî ïîðîâíó êàøè, îáîçíà÷èì êàøó îäíîé

èç äåâî÷åê çà 4x. Äàøå âûäàëè òðåòü å¼ èçíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà, òàêèì îáðàçîì ó íå¼

îêàçàëîñü ÷åòûðå èçíà÷àëüíûå òðåòè, à èçíà÷àëüíî ó Äàøè áûëî òðè òðåòè êàøè, òî åñòü

3x. À ó Ìàøè � íàîáîðîò, îñòàëîñü äâå òðåòè îò èçíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà. Ïîëó÷àåòñÿ, òðåòü

ìàøèíîé êàøè ýòî 2x è âñåãî ó íå¼ èçíà÷àëüíî áûëî 6x êàøè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îòâåò

íàäî Ìàøèíó êàøó (6x) ïîäåëèòü íà Äàøèíó (3x) è ïîëó÷èòü 2.

Îòâåò. 2.

6.2. Â èãðå "Âåñ¼ëàÿ �åðìà" äâà âèäà âàëþòû: ëèìîíû è êàïóñòà. Â ÿíâàðå ïîëüçîâà-

òåëü çàïëàòèë çà ïîäïèñêó îäèí ëèìîí è 7 êàïóñò, â �åâðàëå � 5 ëèìîíîâ è êàïóñòó. Íà

ìàðò ó íåãî îñòàëîñü 3 ëèìîíà è 3 êàïóñòû. Õâàòèò ëè ýòîãî äëÿ îïëàòû ïîäïèñêè, åñëè

öåíà ïîäïèñêè íå ìåíÿåòñÿ èç ìåñÿöà â ìåñÿö?

�åøåíèå. Âñåãî çà ïåðâûå äâà ìåñÿöà ïîäïèñêè ïîëüçîâàòåëü çàïëàòèë 6 ëèìîíîâ è 8
êàïóñò. Òîãäà ìåñÿ÷íàÿ ïîäïèñêà ñòîèò 3 ëèìîíà è 4 êàïóñòû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òð¼õ ëèìîíîâ
è òð¼õ êàïóñò íåäîñòàòî÷íî.

Îòâåò. Íå õâàòèò.

6.3. Ó Àëåêñàíäðà åñòü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è 6. Îí ðàçáèë ýòè ÷èñëà íà 3 ïà-

ðû, ïåðåìíîæèë ÷èñëà â êàæäîé ïàðå, ñëîæèë ýòè òðè ïðîèçâåäåíèÿ, è òîëüêî èõ ñóììó

âûïèñàë íà äîñêó. Ïîòîì îí ñíîâà ðàçáèë òå æå øåñòü ÷èñåë ïî ïàðàì ìíîæèòåëåé (âîç-

ìîæíî äðóãèõ), íàøåë ïðîèçâåäåíèÿ, à èõ ñóììó ñíîâà âûïèñàë íà äîñêó. Àëåêñàíäð äî ñèõ

ïîð ðàçáèâàåò ÷èñëà íà ïàðû ìíîæèòåëåé, ñóììèðóåò ïðîèçâåäåíèÿ è âûïèñûâàåò ñóì-

ìû. Ìîæåò ëè òàê ñëó÷èòñÿ, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ñðåäè çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë

áóäåò 6 ðàçëè÷íûõ ÷¼òíûõ?

�åøåíèå. ×èñëà, êîòîðûå Àëåêñàíäð ïåðåìíîæàë ïåðåä ñëîæåíèåì, áóäåì íàçûâàòü

ïàðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü ïàðíûå íå÷¼òíûå ÷èñëà, òî îñòàâøååñÿ íå÷¼òíîå ÷èñ-

ëî ïàðíî ÷¼òíîìó, è îñòàâøèåñÿ ÷¼òíûå ÷èñëà ïàðíû ìåæäó ñîáîé. Ïîëó÷àåòñÿ ñóììà

Í × Í + × × Í + × × × = Í. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ÷¼òíîå ÷èñëî ïàðíî ñ íå÷¼ò-

íûì. Åñëè ìû õîòèì ÷¼òíóþ ñóììó, ëþáîå íå÷¼òíîå ÷èñëî äîëæíî áûòü ïàðíûì ñ ÷¼òíûì.

Çàìåòèì, ÷òî åñòü òðè âàðèàíòà ïîäîáðàòü ÷èñëî, ïàðíîå åäèíèöå, íà êàæäûé èç íèõ � äâà

âàðèàíòà ïîäîáðàòü ÷èñëî, ïàðíîå òðîéêå, è â êîíöå îñòà¼òñÿ ÷èñëî, ïàðíîå ïÿò¼ðêå. Èòîãî 6

âàðèàíòîâ. Íî ó íàñ åñòü äâå ïàðû ñîâïàäàþùèõ: 1×2+3×6+5×4 = 1×4+3×2+5×6 = 40
è 1× 4+ 3× 6+ 5× 2 = 1× 6+ 3× 2+ 5× 4 = 32. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñåãî íà äîñêå ìîãóò áûòü
íå áîëåå 4 ÷¼òíûõ ÷èñåë, ÷òî òåì áîëåå ìåíüøå øåñòè.

Îòâåò. Íå ìîæåò.
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6.4. Êâàäðàò 7×7 ðàçðåçàëè áåç îñòàòêà íà �èãóðêè äâóõ òèïîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå (�èãóðêè ìîæíî ëþáûìè ñïîñîáàìè ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü). Êàêîå íàèáîëüøåå

êîëè÷åñòâî �èãóðîê èç 5 êëåòîê ìîãëî ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàçðåçàíèè?

�åøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïðåäúÿâèì ïðèìåð íà 8 ïÿòèêëåòî÷íûõ �èãóð (ñì. ðèñóíîê). Åñëè
æå ïÿòèêëåòî÷íûõ �èãóð áóäåò áîëüøå 8, òîãäà ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé � åñëè èõ

9. Òîãäà îíè áóäóò çàíèìàòü 45 êëåòîê, è îñòàíåòñÿ 4 êëåòêè, êîòîðûå íà òð¼õêëåòî÷íûå

óãîëêè íå ðàçðåæåøü. Âòîðîé � åñëè ïÿòèêëåòî÷íûõ �èãóð õîòÿ áû 10. Òîãäà îíè áóäóò

çàíèìàòü 50 êëåòîê, ÷òî ïî ïëîùàäè áîëüøå êâàäðàòà.

Îòâåò. 8.

6.5. Â òðåóãîëüíîé òàáëèöå èç 16 êëåòîê (ñì. ðèñóíîê) â êàæäîé êëåòêå ðàñïîëîæåí

ëèáî ðûöàðü, âñåãäà ãîâîðÿùèé ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé ãîâîðèò òîëüêî ëîæü. Ëþäè

íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè, åñëè òðåóãîëüíèêè ñ íèìè èìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû. Êàæ-

äûé èç 16 ÷åëîâåê ïðîèçí¼ñ �ðàçó: "Cðåäè ìîèõ ñîñåäåé íå÷¼òíîå ÷èñëî ðûöàðåé". Êàêîå

íàèáîëüøåå ÷èñëî ðûöàðåé ìîæåò áûòü â òàáëèöå?

�åøåíèå. Âûäåëèì øåñòü êëåòîê ñåòêè, ïðèìûêàþùèõ ê ñòîðîíàì. Ó íèõ äâà ñîñåäà.

Ïîýòîìó ëèáî íà ýòèõ êëåòêàõ ñòîÿò ëæåöû, ëèáî ñðåäè èõ ñî-

ñåäåé åñòü ëæåöû. Ïîñêîëüêó íèêàêàÿ èç êëåòîê íå ÿâëÿåòñÿ

ñîñåäîì ñðàçó äëÿ òð¼õ èç óêàçàííûõ êëåòîê, òî êàæäûé ëæåö

èñïðàâëÿåò íå áîëåå äâóõ âûäåëåííûõ êëåòîê, è íàì íóæíî

õîòÿ áû òðè ëæåöà. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâèòüñÿ ñ øåñòüþ êëåò-

êàìè ðîâíî çà 3 ëæåöà ìû ìîæåì òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè:

êëåòêàìè òèïà À èëè êëåòêàìè òèïà Á, â êàæäîì èç êîòîðûõ

îñòà¼òñÿ êëåòêà (óãëîâàÿ èëè öåíòðàëüíàÿ), äëÿ êîòîðîé óñëî-

âèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû õîòÿ áû 4 ëæåöà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó,

ãäå íå áîëåå 12 ðûöàðåé. Ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â öåíòðàëüíóþ êëåòêó è âñåõ å¼ ñîñåäåé
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(êëåòêè òèïà Á) ïîñàäèòü ëæåöîâ. (Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ïåðåõîä (îò òð¼õ ëæåöîâ ê ÷å-

òûð¼ì) ìîæíî ÷óòü áîëåå èçÿùíûì ñïîñîáîì, ïðåäñòàâèâ íàøó êîíñòðóêöèþ â âèäå ãðà�à,

ãäå âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ ðûöàðè, à ñîåäèíÿþòñÿ îíè â òîì ñëó÷àå, åñëè êëåòêè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èì, ñîñåäíèå. Òîãäà ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ ñðàçó ñêàæåò íàì, ÷òî âàðèàíò ñ 13
ðûöàðÿìè íåâîçìîæåí)

Îòâåò. 13.

6.6 Ó÷åíèêè íåêîòîðîãî êëàññà ñîçäàëè íåñêîëüêî ÷àòîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ áîëüøå

îäíîãî ÷åëîâåêà. Èçâåñòíî, ÷òî íåò ïàðû ÷àòîâ, â êîòîðûõ ðîâíî îäèí îáùèé ó÷åíèê. Íà

14 �åâðàëÿ ó÷èòåëü õî÷åò ðàçäåëèòü êëàññ íà äâå ãðóïïû: îäíó îòâåñòè â ìóçåé, à äðóãóþ

� â òåàòð. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü ýòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ÷àòå

îêàçàëñÿ è ó÷åíèê, êîòîðûé ñõîäèë â òåàòð, è ó÷åíèê, êîòîðûé ñõîäèë â ìóçåé.

�åøåíèå. Äàâàéòå èçíà÷àëüíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçîáü¼ì ó÷åíèêîâ íà ãðóïïû

è áóäåì ïî î÷åðåäè îòñëåæèâàòü ÷àòû. Åñëè â î÷åðåäíîì ÷àòå, êîòîðûé ìû ñìîòðèì, åñòü

ïðåäñòàâèòåëè îáîèõ ãðóïï, ìû èä¼ì ê ñëåäóþùåìó ÷àòó. Åñëè íåò, òî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì ÷àòå (íàçîâ¼ì åãî ÷àò À) âñå èäóò â ìóçåé. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëü-

íîãî ó÷åíèêà (íàçîâ¼ì åãî Èííîêåíòèé) ýòîãî ÷àòà è îïðåäåëèì åãî â òåàòð. Â ýòîì ñëó÷àå,

ðàññìàòðèâàåìûé ÷àò ñòàíåò ÷àòîì, â êîòîðîì âñå, êðîìå Èííîêåíòèÿ, èäóò â ìóçåé. Åñëè

êàêîé-òî èç óæå îòñìîòðåííûõ ÷àòîâ (íàçîâ¼ì åãî Á) ïåðåñòàíåò ïîäõîäèòü ïîä óñëîâèå,

òî òîãäà â í¼ì òî÷íî åñòü Èííîêåíòèé. È, ïîñëå ñìåíû ãðóïïû ó íåãî, Èííîêåíòèé, à çíà-

÷èò è âñå áóäóò ïîñëàíû â òåàòð, à çíà÷èò äî ñìåíû ãðóïïû ó Èííîêåíòèÿ â òåàòð áûëè

îïðåäåëåíû âñå, êðîìå Èííîêåíòèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ÷àòàõ À è Á áûë ðîâíî îäèí îáùèé

ó÷åíèê: Èííîêåíòèé (òàê êàê â îäíîì èç ýòèõ ÷àòîâ âñå áûëè èç îäíîé ãðóïïû, à â äðóãîì

� èç äðóãîé). È ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîìåíÿâ ãðóïïó ó

Èííîêåíòèÿ ìû íå íàðóøèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå íè äëÿ êàêîãî äðóãîãî ÷àòà èç ðàññìîò-

ðåííûõ, à òàêæå âûïîëíèì óñëîâèå äëÿ ÷àòà À. À çíà÷èò, ïîñëå òîãî, êàê ìû ïðîñìîòðèì

âñå ÷àòû, óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ.
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7 êëàññ

7.1. Ñîåäèíèòå öåíòðû êðóãîâ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè (ñì. ðèñóíîê) äåñÿòüþ çàìêíó-

òûìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ëîìàíûìè (êàæäàÿ ëîìàíàÿ ñîåäèíÿåò öåíòðû ðîâíî äâóõ êðó-

ãîâ) òàê, ÷òî âñå çâåíüÿ êàæäîé ëîìàíîé ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì êâàäðàòà, à êîíöû çâåíüåâ

ëåæàò â îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå òî÷êàõ � ñåðåäèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê.

1

1

2

6

6 7

7

10 10

9 9

8

8

222 3 3

4

4

5

5

�åøåíèå. Ñì. ðèñóíîê.

1

1

2

6

6 7

7

10 10

9 9

8

8

222 3 3

4

4

5

5

7.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

2562 + 253 · 254 · 258 · 259

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

�åøåíèå. Ïóñòü 256 = A. Òîãäà èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî

A2+(A−3)(A−2)(A+2)(A+3) = A2+(A2−4)(A2−9) = A2+A4−13A2+36 = A4−12A2+36 = (A2−6)2.

Çíà÷èò, íàøå ÷èñëî ðàâíî (2562 − 6)2, ÷. ò. ä.
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7.3. �àññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè ðàâíî 2024 êì. Ïóòåøåñòâåííèê ïðåîäîëåë ýòî ðàñ-

ñòîÿíèå íà âåëîñèïåäå, ïðîåçæàÿ êàæäûé äåíü öåëîå ÷èñëî êèëîìåòðîâ, íå ìåíüøåå 70,
íî íå áîëüøåå 80. Ïðè ýòîì â êàæäûé ÷¼òíûé äåíü ïóòè îí ïðîåçæàë îäèíàêîâîå ðàññòî-

ÿíèå; â êàæäûé íå÷¼òíûé � òîæå îäèíàêîâîå, íî äðóãîå. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîåçæàë

ïóòåøåñòâåííèê â ÷¼òíûé è ñêîëüêî â íå÷¼òíûé äåíü? Ïðèâåäèòå âñå âàðèàíòû îòâåòà

è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

�åøåíèå. Ïóñòü â ÷¼òíûé äåíü ïóòåøåñòâåííèê ïðîåçæàë x êì, â íå÷¼òíûé � y êì (÷èñ-

ëà x è y � öåëûå), à âñ¼ ïóòåøåñòâèå äëèëîñü n äíåé. Òîãäà ïðîéäåííûé ïóòåøåñòâåííèêîì

ïóòü ëåæèò â îòðåçêå îò 70n äî 80n. Èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà 70n 6 2024 6 80n ñ ó÷¼òîì

òîãî, ÷òî ÷èñëî n � íàòóðàëüíîå, íàõîäèì, ÷òî 26 6 n 6 28. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. n = 26. Òîãäà ïî óñëîâèþ 13x+ 13y = 2024. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé
â öåëûõ ÷èñëàõ (2024 íå êðàòíî 13).

Ñëó÷àé 2. n = 27. Òîãäà ïî óñëîâèþ 13x+13y+y = 2024. Îòñþäà ÷èñëî a = 2024−y êðàòíî
13. Íî 1944 = 2024 − 80 6 a 6 2024− 70 = 1954. Íà ïîëó÷åííîì ïðîìåæóòêå åäèíñòâåííîå,

êðàòíîå 13 ÷èñëî � ýòî ÷èñëî 1950. Çíà÷èò, a = 1950, y = 74, è x+ y = 150, îòêóäà x = 76.
Ñëó÷àé 3. n = 28. Òîãäà ïî óñëîâèþ 14x+ 14y = 2024. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé

â öåëûõ ÷èñëàõ (2024 íå êðàòíî 7).

Îòâåò. 74 êèëîìåòðà â íå÷¼òíûé äåíü è 76 êèëîìåòðîâ â ÷¼òíûé.

7.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: âû÷åðêíóâ íåêî-

òîðûå åãî öè�ðû (âñå, êðîìå äâóõ) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå íàïåð¼ä çàäàííîå äâóçíà÷íîå

÷èñëî. Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Êàæäàÿ öè�ðà a 6= 0 äîëæíà â ÷èñëå ïðèñóòñòâîâàòü ìèíèìóì äâàæäû: èíà-

÷å íå ïîëó÷èòü ÷èñëî aa. Õîòÿ áû îäèí 0 òîæå åñòü (èíà÷å íå ïîëó÷èòü 10). Çíà÷èò, â ÷èñëå

íå ìåíüøå 19 öè�ð, è åñëè èõ 19, òî âñå öè�ðû, êðîìå íóëÿ, âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî äâà ðàçà.

�àññìîòðèì öè�ðû, ñòîÿùèå â äåâÿòè ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ ýòîãî ÷èñëà. Òàê êàê ïåðåä åäèí-

ñòâåííûì â ÷èñëå íóë¼ì äîëæíû áûòü âñå öè�ðû îò 1 äî 9 õîòÿ áû ïî ðàçó, ñðåäè ðàññìîò-

ðåííûõ öè�ð íóëÿ íåò. Åñëè ñðåäè íèõ íåò åù¼ êàêîé-òî öè�ðû, ñêàæåì x, òî ïî ïðèíöèïó
Äèðèõëå êàêàÿ-òî öè�ðà y âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, à òàê êàê âî âñ¼ì ÷èñëå öè�ð y ðîâíî äâå,
íå ïîëó÷èòü ÷èñëà xy. Èòàê, ñðåäè ïåðâûõ äåâÿòè öè�ð ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ ïî ðàçó êàæäàÿ
èç íåíóëåâûõ öè�ð. Ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî � ýòî ÷èñëî M = 1 234 567 890 123 456 789.
Îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è: äëÿ ëþáîãî äâóçíà÷íîãî ÷èñëà xy öè�ðó äåñÿòêîâ x
îñòàâèì èç ïåðâûõ äåâÿòè öè�ð ÷èñëà M , öè�ðó åäèíèö y� èç äåñÿòè ïîñëåäíèõ.

Îòâåò. 1 234 567 890 123 456 789.

7.5. Èìååòñÿ 14 ïðîáèðîê ñ êèñëîòîé; â ïåðâîé ðîâíî 1 ìë, âî âòîðîé � 2 ìë â òðåòüåé
� 3 ìë è òàê äî ïîñëåäíåé, â êîòîðîé 14 ìë êèñëîòû. Òàêæå èìååòñÿ ïóñòàÿ ñêëÿíêà

¼ìêîñòüþ 100 ìë. Ñòàðøèé è ìëàäøèé ëàáîðàíòû (ñòàðøèé íà÷èíàåò) ïî î÷åðåäè âû-

ëèâàþò êèñëîòó èç ïðîáèðîê â ñêëÿíêó; êàæäûé â ñâîé õîä ïîëíîñòüþ îïîðîæíÿåò îäíó

âûáðàííóþ èì ïðîáèðêó (ëþáóþ èç åù¼ íå îïóñòåâøèõ). Òîò èç ëàáîðàíòîâ, ïîñëå õîäà

êîòîðîãî ñêëÿíêà ïåðåïîëíèòñÿ, áåð¼ò íà ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ïðîëèòóþ êèñëîòó è

áóäåò äåëàòü óáîðêó â ëàáîðàòîðèè; ðàçóìååòñÿ, íè òîò, íè äðóãîé ëàáîðàíòû ýòîãî íå
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õîòÿò. Êòî, ñòàðøèé èëè ìëàäøèé ëàáîðàíò, ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè óáîðùèêà, êàê

áû åãî êîëëåãà ýòîìó íå ïðåïÿòñòâîâàë? Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Ïðèâåä¼ì ñòðàòåãèþ çà ñòàðøåãî ëàáîðàíòà, ïîçâîëÿþùóþ åìó èçáåæàòü

óáîðêè. Ïóñòü ïåðâûìè ñâîèìè õîäàìè îí îïîðîæíÿåò ïðîáèðêè ¼ìêîñòÿìè 5 è ìåíüøå

ìë, à êîãäà âñå îíè áóäóò ïóñòûìè (ýòî ïðîèçîéä¼ò íå ïîçæå òîãî, êàê áóäóò îïóñòîøåíû

9 ïðîáèðîê) äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíî. Òîãäà ïîñëåäíåé ïðîáèðêîé îñòàíåòñÿ ïðîáèðêà ñ êèñ-

ëîòîé â êîëè÷åñòâå íå ìåíåå 6 ìë. Â ýòîò ìîìåíò â ñêëÿíêå áóäåò æèäêîñòè íå áîëüøå,

÷åì

1 + 2 + . . .+ 14− 6 = 99 ìë,

òî åñòü ñêëÿíêà åù¼ íå ïåðåïîëíåíà. Ñåé÷àñ õîä ìëàäøåãî, îí âûíóæäåí âûëèâàòü â ñêëÿíêó

îñòàâøóþñÿ êèñëîòó, à îíà â ñêëÿíêó óæå íå âõîäèò.

Îòâåò: òàðøèé ëàáîðàíò ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè óáèðàòüñÿ â ëàáîðàòîðèè.

7.6. Íà ñòîðîíàõ AB è DA êâàäðàòà ABCD îòìåòèëè ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè P è M
òàê, ÷òî BP = AM . Äîêàæèòå, ÷òî 2PM > AC.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð êâàäðàòà (ñì. ðèñóíîê ñëåâà). Òîãäà AC =
2AO, à ∠AOB = 90◦. �àññìîòðèì òðåóãîëüíèêè BPO è AMO. Îíè ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì

è óãëó ìåæäó íèìè: BO = AO (ïîëîâèíû äèàãîíàëåé êâàäðàòà), BP = AM (óñëîâèå),

∠PBO = ∠MDO (óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ êâàäðàòà è åãî ñòîðîíîé). Çíà÷èò, ∠BOP =
∠AOM.

A AM MD D

C CB B

P P

O O
N

Òîãäà ∠POM = ∠BOM − ∠BOP = ∠BOM − ∠AOM = ∠BOA = 90◦. Ïóñòü òî÷êà N �

ñåðåäèíà îòðåçêà PM (ñì. ðèñóíîê ñïðàâà). Íàïîìíèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

ìåäèàíà, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû. Èç ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà PAM èìååì AN = 0, 5PM , èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà POM �

ON = 0, 5PM . Çíà÷èò, PM = AN + ON > AO =
1

2
AC, îòêóäà è ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå

íåðàâåíñòâî.

Âòîðîå ðåøåíèå.
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A M D

CB

P

O

F

Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð êâàäðàòà. Îòìåòèì òî÷êó F òàêóþ, ÷òî MF = BP è MF ||BP
� ñì. ðèñóíîê. Òîãäà òðåóãîëüíèêè BPM è BFM ðàâíû è BF = PM . Òðåóãîëüíèê MAF
� ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò ∠MAF = 45◦, îòêóäà òî÷êà F ëåæèò íà îòðåçêå

AO. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå BFO (åñëè òî÷êè F è O ðàçëè÷íû) ãèïîòåíóçà BF
äëèííåå êàòåòà BO, à çíà÷èò 2PM = 2BF > 2BO = BD = AC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êè F è O ñîâïàäàþò, äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.
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8 êëàññ

8.1. Çàðÿäà àêêóìóëÿòîðà õâàòèò, ÷òîáû îäíà ëàìïà ãîðåëà ðîâíî îäèí ÷àñ. Ê àêêóìó-

ëÿòîðó ïîäêëþ÷åíî 5 ëàìï, ó êàæäîé ëàìïû åñòü ñâîé âûêëþ÷àòåëü. Åñëè ãîðèò íåñêîëüêî

ëàìï, òî çàðÿä ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íèìè ðàâíîìåðíî. Åñëè ëàìïà ãîðåëà íåïðåðûâíî â

òå÷åíèå 10 ìèíóò, îíà íà÷èíàåò ìèãàòü. Êàê òîëüêî çàðÿä àêêóìóëÿòîðà çàêàí÷èâàåòñÿ,

âñå ëàìïû îòêëþ÷àþòñÿ. Êàê îòìåðèòü ðîâíî 22 ìèíóòû?

�åøåíèå. Ñíà÷àëà âêëþ÷èì ëþáóþ ëàìïó. Êîãäà îíà çàìèãàåò, âêëþ÷èì åù¼ òðè ëàìïû

� ïðîøëî 10 ìèíóò. Êîãäà ýòè òðè ëàìïû çàìèãàþò, âêëþ÷èì îñòàâøóþñÿ ëàìïó � ïðîøëî

åù¼ 10 ìèíóò. ×åðåç 2 ìèíóòû âñå ïÿòü ëàìï ïîãàñíóò, à ìû îòìåðèì 22 ìèíóòû.

8.2.Ìàêñèì çàãàäàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ñëîæèë âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò n äî n+10
è ïîëó÷èë ÷èñëî M . Àíòîí âçÿë ýòè æå ñàìûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðåìíîæèë èõ è ïî-

ëó÷èë ÷èñëî A. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëåäíèå ÷åòûðå öè�ðû M ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè ÷å-

òûðüìÿ öè�ðàìè A. Êàêèìè ìîãóò áûòü ýòè ÷åòûðå öè�ðû? Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû

è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

�åøåíèå. ×èñëî M ðàâíî n + (n + 1) + . . . + (n + 10) = 11n + 55 = 11(n + 5). Ñðåäè
ëþáûõ ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî, êðàòíîå 5, à ïîñêîëüêó ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì 11 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, îíî äåëèòñÿ íà 25. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ÷èñëî

A äåëèòñÿ íà 24, òî åñòü òî÷íî îêàí÷èâàåòñÿ íà äâà íóëÿ. Òîãäà M äåëèòñÿ íà 25, ÷òî
âîçìîæíî ëèøü êîãäà n+5 êðàòíî 25. Íî òîãäà ÷èñëà n è n+10 êðàòíû ïÿòè, îòêóäà ÷èñëî

A äåëèòñÿ íà 54, à çíà÷èò îêàí÷èâàåòñÿ íà 4 íóëÿ.

Îòâåò. 4 íóëÿ.

8.3. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè âåðøèíå C ïðîâåäåíà

âûñîòà CH. M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ CH è áèññåêòðèñû óãëà BAC. Òî÷êà K íà îòðåçêå

BH òàêîâà, ÷òî MK ⊥ AM è HK : BK = 1 : 8. Íàéäèòå îñòðûå óãëû òðåóãîëüíèêà

ABC.

�åøåíèå. Êàê èçâåñòíî, êâàäðàò âûñîòû â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, ïðîâåä¼ííîé

ê ãèïîòåíóçå, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îòðåçêîâ ãèïîòåíóçû, òî åñòü CH2 = BH · AH, MH2 =
KH · AH . Îòñþäà

CH

MH
=

√

BH ·AH
KH · AH =

√

BH

KH
= 3.
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Òîãäà

CM
MH

= 2. Ïî òåîðåìå î áèññåêòðèñå

CM
MH

= AC
AH

= 2, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðÿìîóãîëü-
íîì òðåóãîëüíèêå AHC êàòåò AH ëåæèò ïðîòèâ óãëà â 30 ãðàäóñîâ. Çíà÷èò ∠CAB =
60◦, ∠CBA = 30◦.

Îòâåò. ∠CAB = 60◦, ∠CBA = 30◦.

8.4. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c òàêèõ, ÷òî ÷èñëî

1

a+ 1

b+ 1

c

+
1

c+ 1

b+ 1

a

ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îáå äðîáè ìåíüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóììà ðàâíà

öåëîìó ÷èñëó, òî îíî ðàâíî åäèíèöå. Ïðèâåä¼ì äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïîëó÷èì

1

a+ 1

b+ 1

c

+
1

c+ 1

b+ 1

a

=
cb+ 1

acb+ a + c
+

ab+ 1

acb+ a+ c
=

ba+ bc + 2

acb+ a+ c
= 1.

Òîãäà ba + bc + 2 = acb+ a + c.
Åñëè a = 1, òî b+ bc + 2 = bc+ 1 + c ⇒ c = b+ 1. Àíàëîãè÷íî, åñëè c = 1, òî a = b+ 1.

Åñëè a > 1 è c > 1, òî
1

a + 1

b+ 1

c

<
1

2
è

1

c+ 1

b+ 1

a

<
1

2
, à çíà÷èò èõ ñóììà íå ìîæåò áûòü

öåëîé.

Îòâåò. Âñå òðîéêè âèäà (1, b, b+ 1), (b+ 1, b, 1), ãäå b ∈ N.

8.5. Íåêîòîðûé àë�àâèò ñîñòîèò èç n áóêâ. Ñòðîêó S, ñîñòàâëåííóþ èç áóêâ ýòî-

ãî àë�àâèòà, áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíîé, åñëè âû÷¼ðêèâàíèåì áóêâ èç S ìîæíî ïîëó-

÷èòü ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó àë�àâèòà. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà óíèâåðñàëüíîé

ñòðîêè, åñëè:

à) n = 2; (1 áàëë)

á) n = 3? (3 áàëëà)

Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ n = 4 óíèâåðñàëüíàÿ ñòðîêà äëèíû:

â) 11; (5 áàëëîâ)

ã) 12; (3 áàëëà)

ä) 13? (2 áàëëà)

�åøåíèå. à) Îòâåò. 3. Ïðèìåð. aba.
Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ïðèìåðà è îöåíêà ñíèçó îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ.

á) Îòâåò. 7. Ïðèìåð. abcabca. Êîððåêòíîñòü ïðèìåðà ïðîâåðÿåòñÿ âðó÷íóþ.

Îöåíêà. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ñòðîêà S = x1x2 . . . xm äëèíû 6 èëè
ìåíüøå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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I. Ñóùåñòâóåò áóêâà (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, c), êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ñòðîêå S âñåãî

îäèí ðàç. Òîãäà ëåâåå è ïðàâåå ýòîé áóêâû â ñòðîêå S äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ êàê ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè óíèâåðñàëüíûå ñòðîêè äëÿ àë�àâèòà {a, b}, à èõ äëèíà íå ìåíåå 3. Òîãäà äëèíà
S íå ìåíåå 3 + 1 + 3 = 7.

II. Êàæäàÿ èç áóêâ a, b, c âñòðå÷àåòñÿ â S ðîâíî äâàæäû. Âîçüì¼ì íàèìåíüøåå k, ïðè
êîòîðîì ñòðîêà x1 . . . xk ñîäåðæèò îáà âõîæäåíèÿ êàêîé-òî áóêâû � áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-

ñòè, c. Òîãäà xk = c. Òîãäà èç ñòðîêè x1 . . . xk−1 äîëæíî áûòü âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñòðîêè ab
è ba, íî äëÿ ýòîãî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ áóêâ äîëæíà âîçíèêàòü ñðåäè x1, . . . , xk−1 äâàæäû.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ k.

(â-ä) Ïðèìåð íà 12 áóêâ. abcdabcadbca.
Êîððåêòíîñòü ïðèìåðà. Îáîçíà÷èì K = abc, L = abca, M = bca. Òîãäà íàø ïðèìåð

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå KdLdM . Çàìåòèì, ÷òî KL = LM = abcabca, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óíè-

âåðñàëüíîé ñòðîêîé äëÿ àë�àâèòà {a, b, c}. Îáîçíà÷èì å¼ V . Îáîçíà÷èì P ïðîèçâîëüíóþ

ïåðåñòàíîâêó àë�àâèòà {a, b, c, d}. Îïèøåì, êàê ïîëó÷èòü P èç íàøåãî ïðèìåðà â çàâèñèìî-

ñòè îò ïîçèöèè â P áóêâû d.
I. Åñëè P èìååò âèä dxyz, òî äåéñòâóåì òàê:

KdLdM → dLM = dV → dxyz.
II. Åñëè P = xdyz, òî
KdLdM → KdV → xdyz.
III. Åñëè P = xydz, òî
KdLdM → KLdM = V dM → xydz.
IV. Íàêîíåö, åñëè P = xyzd, òî
KdLdM → V d → xyzd.
Îöåíêà. Äîêàæåì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç íå ìåíåå ÷åì 12 áóêâ. Îáîçíà-

÷èì S = x1 . . . xm ïðîèçâîëüíóþ óíèâåðñàëüíóþ ñòðîêó äëÿ àë�àâèòà {a, b, c, d}. Âîçüì¼ì
íàèìåíüøåå k, ïðè êîòîðîì ñòðîêà x1 . . . xk ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå áóêâû àë�àâèòà. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xk = d. Îáîçíà÷èì L = x1 . . . xk−1 è R = xk+1 . . . xm,

òî åñòü S = LdR. Îòìåòèì, ÷òî L íå ñîäåðæèò áóêâó d. Ïîñêîëüêó èç ñòðîêè S äîëæíû

ïîëó÷àòüñÿ â òîì ÷èñëå âñå ïåðåñòàíîâêè âèäà dxyz, ñòðîêà R äîëæíà ñîäåðæàòü êàê ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèâåðñàëüíóþ ñòðîêó äëÿ àë�àâèòà {a, b, c}, à å¼ äëèíà íå ìåíåå 7.
Òàêèì îáðàçîì, äëèíà S íå ìåíåå 4 + 7 = 11, è ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè,

÷òî R íå ñîäåðæèò íè îäíîé áóêâû d. Íî ïîñêîëüêó S äîëæíà ñîäåðæàòü âñå ïåðåñòàíîâ-

êè âèäà xyzd, ñòðîêà L òîæå äîëæíà ñîäåðæàòü êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèâåðñàëüíóþ

ñòðîêó äëÿ àë�àâèòà {a, b, c}, îòêóäà äëèíà S îêàçûâàåòñÿ óæå íå ìåíåå 7 + 1 + 7 = 15.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Íàéòè óíèâåðñàëüíóþ ñòðîêó èç 13 áóêâ ãîðàçäî ïðîùå. Íàïðèìåð, ïîäîé-

äåò ñòðîêà abcdabcdabcda. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîãî ïðèìåðà îñòàâèì ÷èòàòåëþ â

êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ.
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9 êëàññ

9.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà âåðøè-

íû óêàçàííîãî íà ðèñóíêå ãðà�à òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêèå äâå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå

ðåáðîì, èìåëè ðàçëè÷íûå öâåòà? (Âñåãî 2024 òðåóãîëüíèêà)

�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíû áûòü

ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Âîçüì¼ì ëþáû äâà òðåóãîëüíèêà, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

Òîãäà òðåòüè âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ (êîòîðûå "ñìîòðÿò" âëåâî è âïðàâî) ïîêðàøåíû

â îäèí öâåò.Òîãäà âñå âåðøèíû, ëåæàùèå íà ñðåäíåì ðÿäó, ïîêðàøåíû â îäèí öâåò. Ýòîò

öâåò âûáèðàåòñÿ òðåìÿ ñïîñîáàìè. Âñå îñòàëüíûå ïàðû âåðøèí â òðåóãîëüíèêàõ, êîòîðûõ

1012 øòóê, êðàñÿòñÿ â äâà öâåòà äâóìÿ ñïîñîáàìè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Òîãäà âñåãî

âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè 3 · 21012.
Îòâåò. 3 · 21012.

9.2. Ñíà÷àëà íà äîñêå áûëî íàïèñàíî îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî X < 2024. Ïàøà íåñêîëüêî
ðàç ïðîäåëûâàë ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: ñòèðàë ñ äîñêè îäíî èç èìåþùèõñÿ òàì ÷èñåë (íàçî-

â¼ì åãî A), à âìåñòî íåãî âûïèñûâàë íà äîñêó äâà äðóãèõ ÷èñëà: 2 · A è 3 · A. Êîãäà Ïàøà
çàêîí÷èë ñâîè îïåðàöèè, ñóììà âñåõ îñòàâøèõñÿ íà äîñêå ÷èñåë ðàâíÿëàñü 2024. Íàéäèòå
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ X. Ïðèâîäèòü ïðèìåðû äåéñòâèé Ïàøè íå íóæíî.

�åøåíèå. Ïîñëå ëþáîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé êàæäîå ÷èñëî íà äîñêå äåëèòñÿ íà X .

Ïðè êàæäîé îïåðàöèè ñóììà ÷èñåë óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2 ·A+ 3 ·A−A = 4 ·A, ãäå A äåëèòñÿ

íà X . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé ðàç ñóììà ÷èñåë óâåëè÷èâàåòñÿ íà ÷èñëî, êðàòíîå 4 · X .

Òîãäà â êîíöå ïîëó÷èòñÿ 2024 = X + 4k · X = X · (4k + 1), ãäå k > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
2024 = 23 · 11 · 23, åäèíñòâåííûì äåëèòåëåì âèäà 4k + 1 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 11 · 23 = 253.
Ñëåäîâàòåëüíî, 2024 = 253 ·X , îòêóäà X = 8.

Îòâåò. X = 8.

Ïðèìå÷àíèå. Ïàøà ñìîã ïîëó÷èòü ñóììó 2024 çà 9 îïåðàöèé. Ìîæåòå ïîïðîáîâàòü

ïîâòîðèòü åãî äîñòèæåíèå.

9.3. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2bc + ab2c+ abc2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(a

c

)2

+
(a

b

)2

>

(

1

bc

)2

− 1.

�åøåíèå. �àâåíñòâî èç óñëîâèÿ âëå÷¼ò a, b, c 6= 0. Â äîêàçûâàåìîì íåðàâåíñòâå ïåðå-

íåñ¼ì åäèíèöó â ëåâóþ ÷àñòü è óìíîæèì îáå ÷àñòè íà b2c2; òîãäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü

íåðàâåíñòâî

a2b2 + a2c2 + b2c2 > 1,
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êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

a2b2 + a2c2 + b2c2 > a2bc + ab2c+ abc2.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà 2 è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ âëåâî. Ïîëó÷èì

(a2b2 − 2a2bc + a2c2) + (a2b2 − 2ab2c+ b2c2) + (a2c2 − 2abc2 + b2c2) =

= (ab− ac)2 + (ab− bc)2 + (ac− bc)2 > 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

9.4. Òî÷êà K � ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà
M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Íà îòðåçêå AB íàøëàñü òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî ∠BKP = ∠PBM
è ∠PMB = ∠PBK. Äîêàæèòå, ÷òî AB = 3AC.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠BKP = ∠PBM = α, ∠PMB = ∠PBK = β. Òàê êàê K �

ñåðåäèíà äóãè BAC, òî KB = KC, à çíà÷èò ∠KCB = ∠KBC = α + β. Èç âïèñàííîñòè
ACBK ïîëó÷àåì ∠KAB = ∠KBC = α + β, ∠CKA = ∠CBA = α è ∠ACK = ∠ABK = β.
Óãîë KPA � âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà KPB, ïîýòîìó ∠KPA = ∠KBP +∠BKP = α+β,
èç ÷åãî ñëåäóåò ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêà KAB. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ

BKP è CKA, îòêóäà BP = AC.

Ïóñòü òî÷êà D íà îòðåçêå AB òàêîâà, ÷òî CD||MP . Òîãäà MP � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðå-

óãîëüíèêå BCD, îòêóäà BP = PD = AC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïàðàëëåëüíîñòè ñëåäóåò

∠BCD = ∠BMP = β, îòêóäà ∠ACD = ∠KCB = α+β. Òàêæå ∠CDA = ∠BCD+∠CAD =
α + β, êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà BCD, çíà÷èò AC = AD. Ñ ó÷¼òîì âñåõ äîêàçàííûõ

ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì AB = 3AC.

9.5. Â êàæäóþ êëåòêó äîñêè n × m ïîëîæèëè ïî îäíîé ìîíåòå. Ìîíåòó, ëåæàùóþ

îðëîì ââåðõ, ðàçðåøåíî çàáðàòü; ïðè ýòîì âñå ìîíåòû, ëåæàùèå â ñîñåäíåé ïî ñòîðîíå
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êëåòêå ñ çàáèðàåìîé, ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Åñëè äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî çàáðàòü

âñå ìîíåòû ñ äîñêè, ðàñêëàäêà ìîíåò íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé. Èçíà÷àëüíî îðëîì ââåðõ

ëåæèò k ìîíåò.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m = 1 è k íå÷¼òíîå, òî ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà; (3 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà m è k íå÷¼òíûå, òî ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà; (4 áàëëîâ)

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà, òî ÷èñëî nm+n+m+k ÷¼òíîå; (5 áàëëîâ)

ã) Îáÿçàòåëüíî ëè ðàñêëàäêà ðàçðåøèìà, åñëè ÷èñëî nm+ n+m+ k ÷¼òíîå? (2 áàëëà)

�åøåíèå. à) Äîêàæåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n.
Ïåðâûì õîäîì çàáåðåì ëþáóþ ëåæàùóþ îðëîì ââåðõ ìîíåòó α òàêóþ, ÷òî ñëåâà (à ñëå-

äîâàòåëüíî, è ñïðàâà) îò α ÷èñëî îðëîâ ÷¼òíî. (Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå α ìîæíî âûáðàòü

ñàìîãî ëåâîãî îðëà.) Ïîñëå òîãî, êàê ìû çàáåðåì ìîíåòó α, èñõîäíàÿ ðàñêëàäêà �àêòè÷åñêè
ðàñïàäåòñÿ íà äâå ìåíüøèõ (âîçìîæíî, ïóñòûõ) ðàñêëàäêè, "ëåâóþ" è "ïðàâóþ", ñ êîòîðû-

ìè äàëåå ìîæíî áóäåò ðàáîòàòü íåçàâèñèìî. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ðàñêëàäîê ëèáî

ïóñòà, ëèáî ñîäåðæèò íå÷¼òíîå ÷èñëî îðëîâ (è òîãäà ðàçðåøèìà ïî ãèïîòåçå èíäóêöèè).

Ïóñòü "ëåâàÿ" ðàñêëàäêà íåïóñòà. Èçíà÷àëüíî ñðåäè åå ìîíåò áûëî ÷¼òíîå ÷èñëî îðëîâ, òî-

ãäà ïîñëå ïåðåâîðîòà îäíîé ìîíåòû ÷èñëî îðëîâ â "ëåâîé" ðàñêëàäêå ñòàíîâèòñÿ íå÷¼òíûì.

Àíàëîãè÷íî ñ "ïðàâîé".

á) Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî â íàøåé òàáëèöå n ñòîëáöîâ è m ñòðîê. Ñòîëáöû, â êîòîðûõ íå÷¼ò-

íîå ÷èñëî îðëîâ, áóäåì íàçûâàòü íå÷¼òíûìè; ñòîëáöû, â êîòîðûõ ÷èñëî îðëîâ ÷¼òíîå �

÷¼òíûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì k ÷èñëî íå÷¼òíûõ ñòîëáöîâ íå÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñíîâà ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ëþáîé

íå÷¼òíûé ñòîëáåö, ñëåâà (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñïðàâà) îò êîòîðîãî ÷èñëî íå÷¼òíûõ ñòîëáöîâ

÷¼òíî. Èç ïóíêòà (à) ñëåäóåò, ÷òî íå÷¼òíûå ñòîëáöû ðàçðåøèìû, òî åñòü èç ñòîëáöà A ìîæíî

çàáðàòü âñå ìîíåòû. Ñäåëàåì ýòî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó ïåðå-

âåðíåì âñå ìîíåòû èç ñîñåäíèõ ñ A ñòîëáöîâ. ×èñëî m íå÷¼òíî, à ýòî çíà÷èò, ñîñåäíèå ñ A

ñòîëáöû èçìåíÿò ñâîþ ÷¼òíîñòü.

Ñíîâà èñõîäíàÿ ðàñêëàäêà �àêòè÷åñêè ðàçáèâàåòñÿ íà äâå, "ëåâóþ" è "ïðàâóþ", ñ êîòî-

ðûìè äàëåå ìîæíî ðàáîòàòü íåçàâèñèìî, ïðè ýòîì êàæäàÿ èç íèõ ëèáî ïóñòà, ëèáî ñîäåðæèò

íå÷¼òíîå ÷èñëî íå÷¼òíûõ ñòîëáöîâ, îòêóäà ïî ãèïîòåçå èíäóêöèè îíà ðàçðåøèìà.

â) Âñÿêîé (ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé) ðàñêëàäêå ìîíåò íà äîñêå ñîïîñòàâèì òðîéêó ÷èñåë

(a, b, c), ãäå a � îáùåå ÷èñëî ìîíåò íà äîñêå, b � ÷èñëî ïàð ìîíåò, ëåæàùèõ íà ñîñåäíèõ

êëåòêàõ, c � ÷èñëî ìîíåò, ëåæàùèõ îðëîì ââåðõ. Â ÷àñòíîñòè, èçíà÷àëüíîé ðàñêëàäêå ñî-

îòâåòñòâóåò òðîéêà (nm, 2nm− n −m, k), à ïóñòîé � òðîéêà (0, 0, 0). Ìû ïîêàæåì, ÷òî âñå

ìîíåòû ñ äîñêè ìîæíî çàáðàòü åñëè è òîëüêî åñëè ÷èñëî a+ b+ c ÷¼òíîå.
Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ òðîéêîé (a, b, c), êîãäà ìû çàáèðàåì íåêîòîðóþ ìîíåòó α.

Îáîçíà÷èì íîâóþ òðîéêó (a1, b1, c1). Î÷åâèäíî, a1 = a− 1. Ïðåäïîëîæèì, ó ìîíåòû α áûëî

h ñîñåäíèõ, èç êîòîðûõ p ëåæàëè îðëîì ââåðõ. Òîãäà b1 = b− h è c1 = c− 1− p + (h− p) =
c+ h− 2p− 1. Ñîáèðàÿ âñ¼ âìåñòå, ïîëó÷àåì a1 + b1 + c1 = a + b+ c− 2p− 2, òî åñòü ÷èñëà
a+ b+ c è a1 + b1 + c1 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èç èñõîäíîé ðàñêëàäêè âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïóñòóþ, òî

îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü äîëæíû èìåòü è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñóììû nm+ (2nm− n−m) + k

23



è 0+0+0 = 0, òî åñòü ÷èñëî 3nm−n−m+ k äîëæíî áûòü ÷¼òíûì. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

3nm− n−m+ k èìååò òó æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è nm+ n +m+ k.

ã) Íåò, ýòî íå òàê. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàñêëàäêó íà äîñêå 4× 2:

P O O P

P P P P

Ïîêàæåì, ÷òî îíà íåðàçðåøèìà. Â ñèëó ñèììåòðèè íåâàæíî, êàêîãî èìåííî îðëà ìû

ïîïûòàåìñÿ çàáðàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Äîïóñòèì, ëåâîãî. Ïîñëå ýòîãî ðàñêëàäêà ïðèìåò

âèä

O . P P

P O P P

Åñëè òåïåðü çàáðàòü íèæíåãî îðëà, ñëåâà îáðàçóåòñÿ èçîëèðîâàííûé ñòîëáåö èç äâóõ îð-

ëîâ, íå óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ èç ïóíêòà (â). Çíà÷èò, ìû âûíóæäåíû çàáèðàòü âåðõíåãî

îðëà:

. . P P

O O P P

Åñëè çàáåð¼ì ïðàâîãî îðëà, ñëåâà îáðàçóåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ ðåøêà. Åñëè æå çàáåð¼ì

ëåâîãî, íè îäíîãî îðëà íà äîñêå íå îñòàíåòñÿ âîîáùå. Òàêèì îáðàçîì, çàáðàòü âñå ìîíåòû

íåâîçìîæíî.
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10 êëàññ

10.1. Êëóá "Ìåäèòàöèÿ ìîðåì" ñîáðàë 27 ðîëèêîâ øóìà ïðèáîÿ äëèòåëüíîñòüþ 1, 2,
. . . , 27 ÷àñîâ. �îëèêè áûëè ñ àðõèïåëàãîâ: �àëàïàãîñû, Çàíçèáàð è Êåðãåëåí. Ñðåäíÿÿ ïðî-

äîëæèòåëüíîñòü ðîëèêà ñ �àëàïàãîñîâ � 3 ÷àñà,  Êåðãåëåí � 18 ÷àñîâ, à ñ Çàíçèáàðà � 15
÷àñîâ. Ñêîëüêî ðîëèêîâ ñ êàæäîãî àðõèïåëàãà îêàçàëîñü â ðàñïîðÿæåíèè êëóáà "Ìåäèòàöèÿ

ìîðåì"? Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ðîëèêîâ ñ Êåðãåëåí, Çàíçèáàðà, �àëàïàãîñîâ áóêâàìè

k, z, g ñîîòâåòñòâåííî. Îáùàÿ äëèòåëüíîñòü â ÷àñàõ âñåõ ðîëèêîâ ðàâíà 14·27 = 18k+15z+3g,
îòêóäà 126 = 6k + 5z + g. Îáùåå ÷èñëî ðîëèêîâ ðàâíî 27 = k + z + g. Îòñþäà, âû÷èòàÿ
126 = 6k + 5z + g èç 135 = 5k + 5z + 5g, ïîëó÷àåì 9 = 4g − k, k = 4g − 9 è g õîòÿ áû 3.
Ïîñêîëüêó â ñðåäíåì 3 ÷àñà äëÿòñÿ ðîëèêè ñ �àëàïàãîñîâ, òî òàêèõ ðîëèêîâ äëèíîé ìåíüøå
3 ÷àñîâ íå áîëüøå äâóõ, çíà÷èò è äëèíîé áîëüøå 3 ÷àñîâ � íå áîëüøå äâóõ. Îòñþäà, g â

ïðåäåëàõ îò 3 äî 5.
Ñëó÷àé g = 3: k = 4g−9 = 3, z = 27−3−3 = 21. Ïðèìåð: ðîëèêè ñ �àëàïàãîñîâ ïî 1, 2, 6

÷àñîâ; ðîëèêè ñ Êåðãåëåí ïî 3, 24, 27 ÷àñîâ; îñòàëüíûå � ñ Çàíçèáàðà.

Ñëó÷àé g = 4: k = 4g − 9 = 7, z = 27 − 3 − 7 = 17. Ïðèìåð: ðîëèêè ñ �àëàïàãîñîâ ïî

1, 2, 3, 6 ÷àñîâ; ðîëèêè ñ Êåðãåëåí ïî 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 ÷àñîâ; îñòàëüíûå � ñ Çàíçèáàðà.

Ñëó÷àé g = 5: k = 4g − 9 = 11, z = 27 − 3 − 11 = 11. Ïðèìåð: ðîëèêè ñ �àëàïàãîñîâ ïî

1, 2, 3, 4, 5 ÷àñîâ; ðîëèêè ñ Êåðãåëåí ïî 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 ÷àñîâ; îñòàëüíûå
� ñ Çàíçèáàðà.

Îòâåò. Ëèáî 3 ñ �àëàïàãîñîâ, 3 ñ Êåðãåëåí, 21 ñ Çàíçèáàðà; ëèáî 4 ñ �àëàïàãîñîâ, 7 ñ

Êåðãåëåí, 17 ñ Çàíçèáàðà; ëèáî 5 ñ �àëàïàãîñîâ, 11 ñ Êåðãåëåí, 11 ñ Çàíçèáàðà.

10.2. ×àïàåâ íàïèñàë ìíîãî÷ëåí 2024 ñòåïåíè è Ïåòüêà íàïèñàë ìíîãî÷ëåí 2024 ñòå-

ïåíè. Ïîòîì êàæäûé èç íèõ âîçâåë ñâîé ìíîãî÷ëåí â êâàäðàò, ïîñëå ÷åãî ýòè êâàäðàòû

âû÷ëè îäèí èç äðóãîãî. Ïîëó÷èëñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Âåðíî ëè, ÷òî åãî ñòåïåíü õîòÿ

áû 2024?

�åøåíèå. Ïóñòü ó ×àïàåâà ìíîãî÷ëåí Q, à ó Ïåòüêè � P . Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî

P 2−Q2 = (P −Q)(P +Q) íåíóëåâîé, òî è ìíîãî÷ëåíû P −Q, P +Q � òàêèå æå è èõ ñòåïåíè

íå íèæå 0. Èõ ðàçíîñòü 2Q èìååò ñòåïåíü 2024. Íó òîãäà è ñòåïåíü õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ

íå ìåíüøå 2024, à èõ ïðîèçâåäåíèå èìååò ñòåïåíü íå ìåíüøå 0 + 2024, òî åñòü 2024.

10.3. Â íà÷àëå èãðû "Ñòîë Êîðîëÿ Àðòóðà" â çàëå íàõîäÿòñÿ 100 ðûöàðåé è 500 ëæå-

öîâ, à íà ñöåíå � äâîå âåäóùèõ è êðóãëûé ñòîë íà 13 ïåðñîí. Êàæäûé âåäóùèé â ñâîé õîä

âûáèðàåò ñâîáîäíîå ìåñòî è ïðèãëàøàåò íà íåãî çðèòåëÿ èç çàëà. Ïîñëå òîãî êàê âñå 13
ìåñò çà ñòîëîì çàíÿòû, âñå ñèäÿùèå êðè÷àò �ðàçó ¾È ðûöàðü, è ëæåö � ìîé ñîñåä¿,

åñëè, êîíå÷íî, ìîãóò ýòî ñäåëàòü (ðûöàðè âñåãäà ïðàâäèâû, ëæåöû � íàîáîðîò, à âåäóùèå

çíàþò âñåõ). Åñëè �ðàçó ïðîêðè÷àò íå÷¼òíîå ÷èñëî ñèäÿùèõ çà ñòîëîì, âûèãðûâàåò ïåð-

âûé âåäóùèé, à åñëè ÷¼òíîå � âòîðîé. Êòî èç âåäóùèõ ìîæåò âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò

èãðû ñîïåðíèêà?
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�åøåíèå. Ïóñòü îñòàëîñü íåçàíÿòûì ðîâíî îäíî ìåñòî. �àññìîòðèì ëþáîå èç òðåõ ìåñò:

ïîñëåäíåå íåçàíÿòîå èëè îäíî èç åãî äâóõ ñîñåäåé. Çàìåòèì, ñèäÿùèé íà ýòîì ìåñòå çàêðè÷èò,

åñëè íà ïîñëåäíåì ìåñòå îêàæåòñÿ "ëæåö", â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà íå çàêðè÷èò, åñëè íà

ïîñëåäíåì ìåñòå îêàæåòñÿ "ðûöàðü". Çíà÷èò ñóììèðóÿ êðèêè ñ ýòèõ òðåõ ìåñò â ñëó÷àå

ïðèãëàøåíèÿ "ðûöàðÿ", è â ñëó÷àå ïðèãëàøåíèÿ "ëæåöà", ìû ïîëó÷èì ÷èñëî 3. Íó òîãäà

âûáîð íà ïîñëåäíåå ìåñòî îïðåäåëÿåò ÷åòíîñòü ÷èñëà êðèêîâ ñ ýòèõ òðåõ ìåñò. Ïîñêîëüêó

÷èñëî êðèêîâ ñðåäè îñòàëüíûõ èçâåñòíî äî ýòîãî âûáîðà, âûáèðàþùèé ïîñëåäíèì çàäàåò

÷åòíîñòü è îáùåãî ÷èñëà êðèêîâ. Ïîñëåäíèì âûáèðàåò ïåðâûé âåäóùèé, çíà÷èò è âûèãðàåò

îí.

Îòâåò. Ïåðâûé âåäóùèé.

10.4. Áèëë Êàé�åð ñîáðàëñÿ íàðèñîâàòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê íà áóìàãå â êëå-

òî÷êó. Ïîìîãèòå åìó, äëÿ ÷åãî ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ íåíóëåâûõ a è b ðåøèòå ñè-
ñòåìó

a2 + y2 = b2 + z2 = (a− b)2 + (y − z)2,

òî åñòü âûðàçèòå y è z ÷åðåç a è b è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (y, z) â òî÷íîñòè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òî÷êè O = (0, 0), A = (a, y), B = (b, z) îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

Òîãäà òî÷êà B � ðåçóëüòàò ïîâîðîòà òî÷êè A íà óãîë π/3 = 60o ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè. Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà (y, z) → (−y,−z) ìåíÿåò óãîë íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ñëåäîâà-
òåëüíî äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà B � ðåçóëüòàò ïîâîðîòà òî÷êè A íà óãîë

π/3 = 60o ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïóñòü α � óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü îñü OX ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òîáû

îíà ïðîøëà ÷åðåç A. Òîãäà cosα = a/
√

a2 + y2, sinα = y/
√

a2 + y2. Òåïåðü

b =
√
b2 + z2 cos(α +

π

3
) =

√

a2 + y2
( a
√

a2 + y2
cos

π

3
− y

√

a2 + y2
sin

π

3

)

=
1

2
(a∓

√
3y).

Îòñþäà èìååì, ÷òî

√
3y = a− 2b. Àíàëîãè÷íî,

z =
√
b2 + z2 sin(α+

π

3
) =

√

a2 + y2
( a
√

a2 + y2
sin

π

3
+

y
√

a2 + y2
cos

π

3

)

=
1

2
(
√
3a+ y).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ

√
3y = a− 2b, ïîëó÷àåì

√
3z =

3a

2
+

√
3y

2
=

3a

2
+

a− 2b

2
= 2a− b.

Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîâîðîòå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïàðà (y, z) îáÿçàíà èìåòü âèä

1√
3

(

a− 2b, 2a− b
)

.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ýòà ïàðà äåéñòâèòåëüíî îáðàçóåò ðåøåíèå, äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì åå

â óòðîåííóþ ñèñòåìó: ïîëó÷èì

3a2 + |a− 2b|2 = 3b2 + (2a− b)2 = 3(a− b)2 + |a+ b|2.
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�àñêðûâàÿ ñêîáêè óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Óñëîæíèì çàäà÷ó, áóäåì èñêàòü òàêèå (y, z), ÷òîáû az− by áûë íåîò-
ðèöàòåëüíûì. Íàçîâåì ÷åòâåðêó (a, b, y, z) ïðàâèëüíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò êàê ñèñòåìå
èç çàäà÷è, òàê è íåðàâåíñòâó az − by > 0.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî a = b = 0 äàåò ðîâíî îäíó ïðàâèëüíóþ ÷åòâåðêó. Äåéñòâèòåëüíî,

ïîäñòàâëÿÿ èìååì y2 = z2 = y2−2yz+ z2, îòêóäà (y−2z)y = 0 = (z−2y)z, òî åñòü y = z = 0.
Êðîìå òîãî, åñëè (a1, b1, y1, z1) è (a2, b2, y2, z2) ïðàâèëüíû, òî è èõ ñóììà (a = a1 + a2, b =

b1 + b2, y = y1 + y2, z = z1 + z2) òàêàÿ æå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ýòè îíè ïðàâèëüíû, òî

èõ òðîéêè òî÷åê O = (0, 0), Ai = (a, y), Bi = (bi, zi) îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè,
ïðè÷åì ïîâîðîò îò OAi ê OBi íà óãîë π/3 èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà òàêîâà è

òðîéêà O = (0, 0), A1 +A2 = (a1 + a2, y1 + y2), B1 +B2 = (b1 + b2, z1 + z2), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
òðîéêà(a = a1 + a2, b = b1 + b2, y = y1 + y2, z = z1 + z2) ðåøàåò ñèñòåìó, à ïîâîðîò îò OAi ê

OBi íà óãîë π/3 òàêæå èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî äàåò az − by > 0.
Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïðàâèëüíóþ (a, b, y, z) óìíîæèòü íà ëþáîå ÷èñëî, òî îíà

îñòàíåòñÿ ïðàâèëüíîé. Òîãäà, åñëè (a1, b1, y1, z1) è (a2, b2, y2, z2) ïðàâèëüíû, òî è ÷åòâåðêè

âèäà (a = Ua1 + V a2, b = Ub1 + V b2, y = Uy1 + V y2, z = Uz1 + V z2) ñ ëþáûìè U, V òîæå

ïðàâèëüíû.

Òåïåðü íàéäåì äëÿ a = 1, b = 0 ïðàâèëüíóþ ÷åòâåðêó:

(

1, 0,
1√
3
,
2√
3

)

,

Ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî çàìåòèòü, (a, b, y, z) ïðàâèëüíàÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà òàêîâà è

(b, a,−z,−y), òî ïðàâèëüíîé áóäåò è

(

0, 1,− 2√
3
,− 1√

3

)

.

Ïóñòü a, b ïðîèçâîëüíû, çàìåòèì, ÷òî a = U · 0 + V · 1,b = U · 0 + V · 1 ïðè U = b, V = a.
Òîãäà ïðàâèëüíîé áóäåò è

(

a, b,
−2b+ a√

3
,
2a− b√

3

)

.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ïðàâèëüíûõ ÷åòâåðîê äëÿ a, b íåò. Ïóñòü êàêàÿ-òî (a, b, y′, z′) ïðà-
âèëüíàÿ. Òîãäà òàêîâîé áóäåò è åå ðàçíîñòü ñ íàéäåííîé, òî åñòü

(

0, 0, y′ − −2b+ a√
3

, z′ − 2a− b√
3

− z′
)

,

íî ñ (a = 0, b = 0) ïðàâèëüíà òîëüêî íóëåâàÿ ÷åòâåðêà, îòêóäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü.
Èòàê, ïóñòü (a, b, y, z) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå, òîãäà èëè ýòà ÷åòâåðêà ïðàâèëüíàÿ, èëè

ïðàâèëüíà (a, b,−y,−z). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûé äëÿ ïðàâèëüíîé ÷åòâåðêè îòâåò, ïîëó÷àåì:

Îòâåò. �îâíî äâà ðåøåíèÿ (y, z) = 1√
3

(

a− 2b, 2a− b
)

è (y, z) = − 1√
3

(

a− 2b, 2a− b
)

.

10.5. Çåíîí íàðèñîâàë êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, çàòåì, íà îäíîé èç åãî ñòî-

ðîí, êàê íà ãèïîòåíóçå, ïîñòðîèë ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.
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Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå, íà âñåõ êàòåòàõ âíîâü ïî-

ëó÷åííûõ ðàâíîáåäðåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ îí

ñòðîèë ïî åùå îäíîìó êâàäðàòó, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ, íà

ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, êàê íà ãèïîòåíóçå, ðèñîâàë íîâûé

ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Ïîñëå òîãî, êàê

ýòà ïðîöåäóðà áûëà ïîâòîðåíà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, îí ïîëó-

÷èë óçîð Φ (íà ðèñóíêå ñïðàâà íàðèñîâàíà ëèøü ÷àñòü óçîðà).

a) Ìîæíî ëè ñîâåðøèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ,

ïðîéäÿ ïî ëèíèÿì óçîðà Φ ìàðøðóò êîíå÷íîé äëèíû?(2 áàëëà)

á) Ìîæíî ëè èç ëþáîé òî÷êè óçîðà Φ â ëþáóþ äðóãóþ åãî òî÷êó ïðîëîæèòü ïðîõîäÿùèé

ïî ëèíèÿì óçîðà ìàðøðóò äëèíû íå áîëüøå 100? (4 áàëëà)

â) Åñëè çàêðàñèòü â óçîðå Φ âñå ïîñòðîåííûå êâàäðàòû è ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè, òî êîíå÷íà ëè çàêðàøåííàÿ ïëîùàäü? (2 áàëëà)

ã) Êîíå÷íà ëè ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ëèíèé óçîðà Φ? (6 áàëëîâ)

�åøåíèå.

Ïîä k-ì óðîâíåì ïîíèìàåì âñå 2k êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûå íà k-ì øàãå íà áàçå êàòåòîâ

òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ íà êâàäðàòàõ ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ; ïðè ýòîì íóëåâûì óðîâíåì

ñ÷èòàåòñÿ èñõîäíûé êâàäðàò.

à) Áóäåì ïåðåõîäèòü îò êâàäðàòà ê êàæäîìó ñëåäóþùåìó ìåíüøåìó (ïóñòü ïðàâîìó ìåíü-

øåìó). Ýòî áóäåò äàâàòü ïîâîðîò íà π/4 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, óìåíüøàÿ î÷åðåäíóþ ñòîðîíó

êâàäðàòà â 2−1/2
ðàç. Ïîñêîëüêó ðàçìåðû êâàäðàòîâ óìåíüøàþòñÿ ñ åäèíèöû äî íóëÿ, ïðè

ýòîì ñîâåðøàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîâîðîòîâ â îäíó è òó æå ñòîðîíó, íà îäèí è òîò æå

íåíóëåâîé óãîë, à çíà÷èò è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ. Ïðè ýòîì äëèíà ìàðøðóòà ðàâíà

1 + 2−1/2 + . . .+ 2n/2 + . . .+ (1− 2−1/2)−1 = 2 +
√
2, çíà÷èò êîíå÷íà. Ìàðøðóò ïîñòðîåí.

á) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî îò ëþáîé òî÷êè íà ñòîðîíàõ èñõîäíîãî êâàäðàòà äî ëþáîé òî÷-

êè óçîðà ìîæíî ïîñòðîèòü ìàðøðóò äëèíû ìåíüøå 50. Âûáåðåì òî÷êó ñ óçîðà. Ïîñêîëüêó

âñå ñòîðîíû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ òîãî èëè èíîãî êâàäðàòà, òî âûáðàí-

íàÿ òî÷êà óçîðà íàõîäèòñÿ íà ñòîðîíå êàêîãî-òî êâàäðàòà, ïóñòü ñ äëèíîé r = 2−n/2 < 1
ïðè êàêîì-òî n. Òîãäà ýòîò êâàäðàò îòíîñèòñÿ ê n-ìó óðîâíþ. ×òîáû ïåðåñå÷ü k-é óðîâåíü

äîñòàòî÷íî ïðîéòè ñòîðîíó äëèíîé 2−k/2
. Òîãäà ÷òîáû ïåðåñå÷ü âñå óðîâíè îò 0-ãî äî n-ãî,
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íóæíî ïðîéòè íå áîëåå 1+2−1/2+ . . .+2−n/2 6 (1−2−1/2)−1 = 2+
√
2 < 4. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

íóæíî åùå ïîïàñòü â âûáðàííûå òî÷êè íà èçíà÷àëüíîì êâàäðàòå è âûáðàííóþ òî÷êó óçîðà

(íà ñòîðîíå r < 1), íà ýòî òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïóòè äëèíîé íå áîëåå 2 è 2r 6
√
2

ñîîòâåòñòâåííî, òî îáùàÿ äëèíà ìàðøðóòà íå ïðåâîñõîäèò 4 + 2
√
2 < 7 < 50. Òåì áîëåå ýòî

òàê, åñëè îáå òî÷êè íà èñõîäíîì êâàäðàòå.

Ïîñêîëüêó ìàðøðóòà äëèíîé íå áîëåå 7 äîñòàòî÷íî ÷òîáû ïðîéòè èç ëþáîé òî÷êè óçî-

ðà äî ëþáîé òî÷êè èñõîäíîãî êâàäðàòà, òî èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ïðîèçâîëüíóþ ìîæíî

ïðîéòè, ïîñòðîèâ ìàðøðóò ÷åðåç èñõîäíûé êâàäðàò, äëèíà ýòîãî ìàðøðóòà íå ïðåâîñõîäèò

14.

â) Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó ñàìîãî áîëüøîãî, èçíà÷àëüíîãî, êâàäðàòà. Ïî ïðåäû-

äóùåìó ïóíêòó ëþáàÿ òî÷êà óçîðà óäàëåíà îò íåå íå áîëüøå ÷åì íà 14. Çíà÷èò âåñü óçîð

îêàæåòñÿ âíóòðè êðóãà ñ òàêèì ðàäèóñîì, à ïëîùàäü çàêðàøåííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè íå ïðå-

âîñõîäèò ïëîùàäè êðóãà, ðàâíîé 296π.

ã) �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êâàäðàò. Äâà êâàäðàòà, ïîñòðîåííûå íàä íèì, èìåþò ñóì-

ìàðíûé ïåðèìåòð ðîâíî â

√
2 ðàç áîëüøå. Ïîýòîìó ñ êàæäûì ñëåäóþùèì óðîâíåì ñóììà

ïåðèìåòðîâ âñåõ êâàäðàòîâ ýòîãî óðîâíÿ óâåëè÷èâàåòñÿ â

√
2 ðàç. Â ÷àñòíîñòè, ñóììà ïåðè-

ìåòðîâ âñåõ êâàäðàòîâ óðîâíÿ k ðàâíà 22+k/2
, à çíà÷èò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Åñëè áû îòðåçêè êâàäðàòîâ äðóã íà äðóãà íå íàêëàäûâàëèñü, òî îáùàÿ äëèíà âñåõ ëèíèé,

êàê ñóììà âñåõ ïåðèìåòðîâ âñåõ êâàäðàòîâ, áûëà áû áåñêîíå÷íà. Íî ïîñêîëüêó ïðÿìîóãîëü-

íûé òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî êâàäðàòû ÷¼òíûõ óðîâíåé ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó,

èñêëþ÷èòü íàëîæåíèå íåëüçÿ, à çíà÷èò ñóììàðíàÿ äëèíà ëèíèé óçîðà ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíü-

øå ñóììû ïåðèìåòðîâ êâàäðàòîâ.

Ïîêàæåì, òåì íå ìåíåå, ÷òî äëèíà ëèíèé óçîðà, îáðàçóåìîé êâàäðàòàìè ÷¼òíûõ óðîâíåé,

áåñêîíå÷íà (òîãäà áåñêîíå÷íà îíà è ó âñåãî óçîðà). Äåéñòâèòåëüíî, íà 2n-ì óðîâíå ñóììà

ïåðèìåòðîâ âñåõ êâàäðàòîâ ðàâíà 4 · 2n, à ñóììà ïåðèìåòðîâ âñåõ êâàäðàòîâ íà ÷¼òíûõ

óðîâíÿõ äî óðîâíÿ 2n − 2 âêëþ÷èòåëüíî ðàâíà 4(1 + . . . + 2n−1) = 4(2n − 1). Íó òîãäà

ñðåäè ñòîðîí âñåõ êâàäðàòîâ 2n-ãî óðîâíÿ õîòÿ áû êàêèå-òî îòðåçêè äëèíîé 4 íå áóäóò

ïåðåêðûâàòüñÿ ëþáûìè êâàäðàòàìè ïðåäûäóùèõ ÷¼òíûõ óðîâíåé. Èòàê, íà êàæäîì ÷¼òíîì

óðîâíå ïðèäåòñÿ ïðîâîäèòü îòðåçêè, ñóììàðíîé äëèíîé íå ìåíüøå 4. Ïîñêîëüêó óðîâíåé

áåñêîíå÷íî ìíîãî, äëèíà ëèíèé óçîðà, îáðàçóåìîãî êâàäðàòàìè ÷¼òíûõ óðîâíåé, áåñêîíå÷íà.

Òîãäà òåì áîëåå îíà áåñêîíå÷íà ó âñåãî óçîðà.

Îòâåò. à) äà á) äà â) äà ã) íåò.
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11 êëàññ

11.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà âåð-

øèíû óêàçàííîãî íà ðèñóíêå ãðà�à òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñÿêèå äâå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå

ðåáðîì, èìåëè ðàçëè÷íûå öâåòà? (Âñåãî 2024 òðåóãîëüíèêà è 1012 êâàäðàòîâ)

�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà äîëæíû áûòü

ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Âñå âåðøèíû â ñðåäíåì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó ìîæíî ïîêðàñèòü

â îäèí èç òð¼õ öâåòîâ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ âåðøèí íà 1 áîëüøå êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ, ò.å.

1013 øòóê. Òåïåðü ïîêðàñèì âåðøèíû êâàäðàòà. Öâåòà äâóõ ëåâûõ âåðøèí êâàäðàòà îïðå-

äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (îòëè÷íûå îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà), à ðàñïîëîæåíèé ýòèõ öâåòîâ �

äâà. Öâåòà ïðàâûõ âåðøèí êâàäðàòà òîæå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, ïðè÷¼ì ëèáî ýòî òå æå

äâà öâåòà, ÷òî è ñëåâà, ëèáî òîëüêî îäèí èç öâåòîâ ñëåâà, è îäèí öâåò íîâûé. Â îáîèõ ñëó÷à-

ÿõ òîëüêî îäíî ðàñïîëîæåíèå ýòèõ öâåòîâ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû

êàæäîãî êâàäðàòà ìîæíî ïîêðàñèòü ðîâíî 2 ñïîñîáàìè. Òîãäà âñåãî âàðèàíòîâ ïîêðàñêè

31013 · 21012.
Îòâåò. 31013 · 21012 ñïîñîáîâ.

11.2. Â êëåòêè òàáëèöû 3 × 3 âïèñàíû öè�ðû 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, êàæäàÿ ïî îäíîìó

ðàçó. Â ýòîé òàáëèöå ìîæíî ïðî÷åñòü òðè òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà, ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî, è

åù¼ òðè òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà, ÷èòàÿ ñâåðõó âíèç. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ýòè 6
÷èñåë â íåêîòîðîì ïîðÿäêå îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ?

�åøåíèå. Ïóñòü öè�ðû âïèñàíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, îáðàçîâûâàÿ ÷èñëà

abc, def , ghi, adg, beh, cfi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñîñòàâëåíà, è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè ðàâíà

X . Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü cfi − ghi äåëèòñÿ íà 10. Åñëè ýòè ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì è

ïîñëåäíèì â ïðîãðåññèè, òî ñðåäè îñòàëüíûõ íàéä¼òñÿ ïàðà ÷èñåë ñ òàêîé æå ðàçíîñòüþ.

Íî ñðåäè øåñòè ÷èñåë íåò äðóãîé ïàðû, îêàí÷èâàþùåéñÿ íà îäèíàêîâûå öè�ðû. Åñëè æå

cfi è ghi � ïåðâîå è ïîñëåäíåå ÷èñëî, òî èõ ðàçíîñòü ðàâíà 5X , ïîýòîìó X � ÷¼òíî. Òîãäà

âñå øåñòü ÷èñåë äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè, òî åñòü âñå ïîñëåäíèå öè�ðû c, f, g, h, i
� íå÷¼òíû (íå÷¼òíûõ öè�ð ðîâíî 5), à îñòàëüíûå öè�ðû a, b, d, e � ÷¼òíû (÷¼òíûõ öè�ð

ðîâíî 4). Ïðè ýòîì ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ÷¼òíûõ öè�ð, â ïðîãðåññèè èäóò ïîäðÿä, ò.ê.

ïåðâîå è øåñòîå ìåñòî óæå çàíÿòû. Ñðåäè ýòèõ ÷èñåë åñòü è ÷èñëà â îäíîé ñîòíå, abc è adg,
èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî X < 100, è ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà èç ðàçíûõ ñîòåí ñ ÷¼òíîé öè�ðîé â
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ñòàðøåì ðàçðÿäå, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òîX > 100. Îäíîâðåìåííî ýòè íåðàâåíñòâà íå ìîãóò áûòü
âûïîëíåíû. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü àðè�ìåòè÷åñêóþ

ïðîãðåññèþ.

Îòâåò. Íå ìîæåò.

11.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë x, y, ãäå 0 < x < y < π
2
, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

cosx− cos y <
1

2
(y2 − x2).

�åøåíèå. �àñïèøåì ðàçíîñòü êîñèíóñîâ:

cosx− cos y = 2 sin
x+ y

2
sin

y − x

2
.

Îòìåòèì, ÷òî äëèíà äóãè, îïèðàþùåéñÿ íà õîðäó, áîëüøå õîðäû, òî åñòü ïðè ëþáîì ïîëîæè-

òåëüíîì α âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî sinα < α. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ê êàæäîìó ìíîæèòåëþ
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âûøå (ñ ó÷¼òîì x < y), èìååì

cosx− cos y < 2 · x+ y

2
· y − x

2
=

y2 − x2

2
.

11.4. Äàí êâàäðàò ABCD è òî÷êà E, íå ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè êâàäðàòà, òàêàÿ, ÷òî

ABE � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà CDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

H. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABH � ðàâíîñòîðîííèé.

�åøåíèå. Ïóñòü òî÷êè M è N � ñåðåäèíû AB è CD ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîñêîñòü α, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç M , ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AB, áóäåò ñîäåðæàòü òî÷êè E è N (ðàâíîóäàëåíû îò

A è B). Áîëåå òîãî, òî÷êè C è D ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî α, ïîòîìó CE = DE, è â

ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå CDE ìåäèàíà EN ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

H òàêæå ëåæèò â ïëîñêîñòè α, à òðåóãîëüíèê ABH � òîæå ðàâíîáåäðåííûé.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ABH � ðàâíîñòîðîííèé, òî H � òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ âûñîò (ïðè óñëîâèè, ÷òî H � òî÷êà íà ïðÿìîé NE). Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà ðàâíà
1. Òðåóãîëüíèêè ABE è ABH ðàâíû, ò.å. â ïëîñêîñòè α òî÷êè E è H ëåæàò íà îêðóæíîñòè

ðàäèóñà

√
3

2
ñ öåíòðîì â òî÷êå M . Ñòåïåíü òî÷êè N îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíà

NM2 −ME2 = 1− 3

4
= 1

4
= NH ·NE. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå CDE

îêàçàëîñü

1

4
= ND2 = NH · NE, îòêóäà ND

NE
= NH

ND
. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèêè DNE è

DNH ïîäîáíû, ∠NDH = ∠DEN = 90◦−∠EDC = 90◦−∠DCE, ëåäîâàòåëüíî, DH ⊥ CE,
è òî÷êà H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî (âû÷èñëåíèÿ îäèíàêîâû â

ñëó÷àå îñòðîóãîëüíîãî è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà CDE).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ó òðåóãîëüíèêà òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, ïîòîìó è

ïðÿìîå óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî.
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11.5. Ïóòü N > 4 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî S(x, y) =
√
x+

√
y íàçîâ¼ì ïðèáëèæå-

íèåì ÷èñëà

√
N , åñëè x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ðàçíîñòü

√
N−S(x, y) íåîòðèöàòåëüíà.

Ñðåäè âñåõ ïðèáëèæåíèé

√
N íàçîâ¼ì íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì òî, ïðè êîòîðîì ðàç-

íîñòü

√
N − S(x, y) ìèíèìàëüíà. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

√
N îáîçíà÷èì çà SN . Íàïðè-

ìåð,

S5 =
√
1 +

√
1,

S6 =
√
1 +

√
2,

S15 =
√
2 +

√
6.

à) Äîêàæèòå, ÷òî

√
N > SN >

√
N − 1. (2 áàëëà)

á) Ïóñòü N = 2k � ÷¼òíîå ÷èñëî. Íàéäèòå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå S(x, y) ÷èñëà
√
N

ïðè îãðàíè÷åíèè x+ y = k. (4 áàëëà)

â) Äîêàæèòå, åñëè N = 2k, ãäå k � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî SN 6=
√
N . (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîñòîì íå÷¼òíîì k ïîëó÷åííîå â ïóíêòå (á) ïðèáëèæåíèå íà

ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ SN (äàæå áåç îãðàíè÷åíèé íà ñóììó x+ y). (5 áàëëîâ)

�åøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî â ïîëóèíòåðâàëå (
√
N − 1;

√
N ] åñòü íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî M , ïðè÷¼ì M > 2. Òîãäà íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b òàêèå, ÷òî a + b = M .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåíèå S(a2, b2) = a+ b = M ïîïàäàåò â óêàçàííûé ïîëóèíòåðâàë. Íî

òîãäà è íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå SN òîæå ïîïàäàåò, òàê êàê

√
N > SN > S(a2, b2) = M >√

N − 1.

á) Ïåðåîáîçíà÷èì x = k
2
− z, y = k

2
+ z. Òîãäà

(S(x, y))2 = (

√

k

2
− z −

√

k

2
+ z)2 = k + 2

√

k2

4
− z2,

÷òî ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé ïðè z > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì

áóäåò òî, ïðè êîòîðîì z ìèíèìàëüíî. Ïðè ÷¼òíîì k ìîæíî âçÿòü z = 0, ïðè íå÷¼òíîì k
ìîæíî âçÿòü z = 1

2
. Áîëåå òîãî,

k + 2

√

k2

4
− z2 6 k + 2

√

k2

4
= 2k = N,
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ïîýòîìó íàéäåííîå âûðàæåíèå S(x, y) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì

√
N .

Îòâåò.Ïðè ÷¼òíîì k íàèëó÷øèì îêàæåòñÿ S(k
2
, k
2
). Ïðè íå÷¼òíîì k íàèëó÷øèì îêàæåòñÿ

S(k−1

2
, k+1

2
).

Ïðèìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ïóíêòå áûëî äîêàçàíî äîâîëüíî èçâåñòíîå óòâåðæäå-

íèå: ¾Ïðè �èêñèðîâàííîé ñóììå a+ b ñóììà
√
a+

√
b ìàêñèìàëüíà ïðè a = b¿.

â) Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü îêàçàëîñü, ÷òî

√
2k =

√
x +

√
y. Òîãäà 2k =

x + y + 2
√
xy, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî xy � òî÷íûé êâàäðàò. Ïåðåîáîçíà÷èâ x = am2, y = an2

,

ïîëó÷èì 2k = am2+an2+2
√
a2m2n2 = a(m2+n2+2mn) = a(m+n)2. Íî ïîñêîëüêó m+n 6= 1,

à k 6= 2, ÷èñëî 2k íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè â âèäå a(m+ n)2.

ã) Áóäåì ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íàøëàñü ïàðà ÷èñåë x, y òàêàÿ, ÷òî

√
2k >

√
x+

√
y >

√

k − 1

2
+

√

k + 1

2

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî � ñòðîãîå, ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà (). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî x + y > k,
òàê êàê ïðè ìåíüøåé ñóììå, ò.å. x + y 6 k − 1, äàæå íàèëó÷øåå ïî ïóíêòó (á) ïðèáëèæå-

íèå íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó, èáî S(x, y) 6 S(k−1

2
, k−1

2
) < S(k−1

2
, k+1

2
). Äàëåå, âîçâåäÿ

íåðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïîëó÷èì

2k > x+ y +
√

4xy > k +
√
k2 − 1

k +
√
k2 > x+ y +

√

4xy > k +
√
k2 − 1

Ïîäñòàâèâ x+ y = k + t, ãäå ïî äîêàçàííîìó âûøå t > 0, ïîëó÷èì

√
k2 > t+

√

4xy >
√
k2 − 1.

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè � öåëîå ÷èñëî, à ìåæäó 4xy è 4xy + 1 íåò òî÷íûõ êâàäðàòîâ (äà è

âîîáùå íåò öåëûõ ÷èñåë), òî ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî â âèäå

√
k2 > t +

√

4xy + 1 > t+
√

4xy >
√
k2 − 1.

Íî òîãäà √
k2 −

√
k2 − 1 >

√

4xy + 1−
√

4xy,

÷òî íåâîçìîæíî, èáî k2 > 4xy+1, à �óíêöèÿ f(a) =
√
a−

√
a− 1 � óáûâàþùàÿ (ýòî ìîæíî

ïðîâåðèòü, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåíèÿ

áîëåå áëèçêîãî ê

√
N , ÷åì ïîëó÷åííîå â ïóíêòå (á).

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñíÿòü îãðàíè÷åíèÿ ñ k, òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ,
÷åì â ïóíêòå (á). Íàïðèìåð, ïðè k = 9 ïðèáëèæåíèå

√
18 >

√
4+

√
5 íå íàèëó÷øåå, òàê êàê√

18 =
√
2 +

√
8.
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