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5 êëàññ

5.1. Åâãåíèé óêëàäûâàåò ïëèòêó íà ïîëó ñâîåé ãîñòèíîé ðàçìåðîì 12 íà 16 ìåòðîâ.

Îí ïëàíèðóåò ðàçìåñòèòü êâàäðàòíûå ïëèòêè ðàçìåðîì 1ì × 1ì âäîëü ãðàíèöû êîì-

íàòû, à îñòàëüíóþ ÷àñòü ïîëà âûëîæèòü êâàäðàòíûìè ïëèòêàìè ðàçìåðîì 2ì × 2ì.
Ñêîëüêî âñåãî ïëèòîê åìó ïîíàäîáèòñÿ?

5.2. Èâàíîâû Èâàí è Èðèíà, Ìèøèíû Ìèõàèë è Ìàðèÿ, Ïåòðîâû Ï¼òð è Ïîëèíà

õîòÿò ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó. Åñòü äâóõìåñòíàÿ ëîäêà. �ðåñòè ìîãóò Èâàí, Ìèõàèë è

Ïîëèíà. Ìóæ÷èíà íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ íà áåðåãó èëè â ëîäêå íàåäèíå ñ ÷óæîé æåíîé.

Åñëè ñåìüÿ öåëèêîì îêàçûâàåòñÿ íà äðóãîì áåðåãó, îíè ñðàçó óõîäÿò. Êàê èì âñåì

ïåðåïðàâèòüñÿ íà äðóãîé áåðåã?

5.3. Â äåñÿòè êîðîáêàõ ëåæàò ìÿ÷èêè: 1, 3, 5, . . . , 19 ìÿ÷èêîâ. Äâà äðóãà Ï¼òð è

Âàñèëèé ïî î÷åðåäè áåðóò ïî îäíîìó ìÿ÷èêó èç êàêîé-òî êîðîáêè. Ïåðâûì áåð¼ò ìÿ÷èê

Ï¼òð. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà â êàêèõ-òî äâóõ êîðîáêàõ ñòàíåò îäèíàêîâîå

êîëè÷åñòâî ìÿ÷èêîâ (áûòü ìîæåò, íóëåâîå). Êòî èç íèõ ìîæåò âûèãðàòü âíå çàâèñèìî-

ñòè îò õîäîâ ñîïåðíèêà?

5.4. Äàíèèë ñ Ïàøåé åõàëè íà ìàøèíå ïî ïðÿìîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Ïîêà Äàíèèë óïðàâëÿë ìàøèíîé, Ïàøå áûëî íå÷åì çàíÿòüñÿ, è îí ðàññìàòðèâàë êè-

ëîìåòðîâûå ñòîëáû. Ïàøà çàìåòèë, ÷òî ðîâíî â ïîëäåíü îíè ïðîåõàëè ìèìî ñòîëáà ñ

÷èñëîì XY (ãäå X, Y � íåêîòîðûå öè�ðû), â 12 : 42 � ìèìî ñòîëáà ñ ÷èñëîì Y X , à

â ÷àñ äíÿ � ìèìî ñòîëáà ñ ÷èñëîì X0Y . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ îíè åõàëè?

5.5. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû êàêèå-òî 11 êðàñíûõ òî÷åê, à âíóòðè îêðóæíîñòè

� êàêèå-òî 11 æ¼ëòûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íèêàêàÿ æ¼ëòàÿ òî÷êà íå ëåæèò íà

îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äâå êðàñíûå, òî ìîæíî âûáðàòü 5 êðàñíûõ òî÷åê òàê, ÷òîáû îíè

îáðàçîâûâàëè ïÿòèóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íå áîëåå 4 æ¼ëòûõ òî÷åê.
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6 êëàññ

6.1. Ìîæíî ëè èç ÷åòûð¼õ ïÿòèêëåòî÷íûõ êðå
òîâ è ÷åòûð¼õ ÷åòûð¼õêëåòî÷íûõ

óãîëêîâ ñëîæèòü �èãóðó, ïåðèìåòð êîòîðîé ìåíüøå 25 êëåòîê? Ôèãóðû íåëüçÿ íàêëà-

äûâàòü äðóã íà äðóãà.

6.2. Ìàòåìàòèêè Àíäðåé, Áîðèñ è Âèêòîð ðåøàëè çàäà÷è îëèìïèàäû. Ñíà÷àëà

íåñêîëüêî çàäà÷ ðåøèë Àíäðåé, ïîòîì òðåòü îò îñòàâøèõñÿ çàäà÷ ðåøèë Áîðèñ. Ïîñëå

ýòîãî îñòàëàñü íåðåø¼ííîé òðåòü çàäà÷, êîòîðóþ äîðåøàë Âèêòîð. Êàêóþ ÷àñòü âñåõ

çàäà÷ ðåøèë Àíäðåé?

6.3. Â ñêà÷êàõ ó÷àñòâîâàëè òðè ëîøàäè. Â áóêìåêåðñêîé êîíòîðå ïðèíèìàþò ñòàâ-

êè èç ðàñ÷¼òà: íà ïîáåäó ïåðâîé ëîøàäè 4 : 1 (ò. å., åñëè ïåðâàÿ ëîøàäü ïîáåæäàåò, òî

èãðîêó âîçâðàùàþò ïîñòàâëåííûå íà íåå äåíüãè è åùå â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå; â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå èãðîê òåðÿåò âñå ïîñòàâëåííûå äåíüãè), íà ïîáåäó âòîðîé � 3 : 1, íà ïîáåäó
òðåòüåé � 1 : 1. Êàæäàÿ ñòàâêà âûðàæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì çîëîòûõ.

Ó Áóðàòèíî åñòü ðîâíî 20 ìîíåò. Ìîæåò ëè îí ñäåëàòü òàêèå ñòàâêè, ÷òîáû ïðè ëþáîì

èñõîäå ñêà÷åê óéòè õîòÿ áû ñ 21 ìîíåòîé?

6.4. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Á âûåõàëè Èâàí íà òðàêòîðå è Ï¼òð íà ¾Ìåðñåäåñå¿. Ï¼òð

äîåõàë äî ïóíêòà Á, ïîäîæäàë 10 ìèíóò è, ïîçâîíèâ Èâàíó, óçíàë, ÷òî òîò ïðîåõàë

òîëüêî òðåòü ïóòè è ñåé÷àñ ïðîåçæàåò ìèìî êà�å. Ï¼òð âûåõàë ê íåìó. Íå çàìåòèâ

Èâàíà, îí äîåõàë äî êà�å è, ïîòðàòèâ ïîë÷àñà íà ïåðåêóñ, ïîåõàë â ïóíêò Á. Â èòîãå

Ï¼òð äîåõàë äî ïóíêòà Á îäíîâðåìåííî ñ Èâàíîì. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðàòèë Èâàí íà

âåñü ïóòü, åñëè è îí, è Ï¼òð åõàëè ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

6.5. 2023 èãðîêà â Ìàéíêðà�ò ñîáðàëèñü è ïîäåëèëèñü íà äâà ñåðâåðà. �àç â ìèíó-

òó êòî-òî èç íèõ îãîð÷àëñÿ òîìó, ÷òî íà åãî ñåðâåðå èãðîêîâ áîëüøå, ÷åì íà äðóãîì, è

ïåðåõîäèë èãðàòü òóäà. Çà 2023 ìèíóòû êàæäûé èãðîê ñìåíèë ñåðâåð òîëüêî îäèí ðàç.

Ñêîëüêî ëþäåé ìîãëî èçíà÷àëüíî ñîáðàòüñÿ íà ïåðâîì ñåðâåðå? Íàéäèòå âñå âîçìîæ-

íûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

6.6 Íà äîñêå çàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 50 âêëþ÷èòåëüíî. Âàñÿ âû-

áèðàåò ïàðó ÷èñåë íà äîñêå, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû, è

ñòèðàåò îäíî èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò îñòàâèòü Âàñÿ òàêèìè

äåéñòâèÿìè?
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7 êëàññ

7.1. Ïàøà çàïèñàë â òåòðàäè ðàâåíñòâî, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ ÷èñåë è çíàêîâ àðè�-

ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Çàòåì â âûðàæåíèè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îí çàøè�ðîâàë

êàæäóþ öè�ðó è çíàê äåéñòâèÿ áóêâîé, çàìåíèâ îäèíàêîâûå öè�ðû èëè çíàêè îäèíà-

êîâûìè áóêâàìè, à ðàçíûå � ðàçíûìè. Ó íåãî ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî:

ÂÓÇÀÊÀÄÅÌ = 2023.

Ïðèäóìàéòå õîòÿ áû îäèí âàðèàíò âûðàæåíèÿ, êîòîðîå ìîã çàøè�ðîâàòü Ïàøà. Àðè�-

ìåòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè ìîãóò áûòü ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå.

Ñêîáêè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.

7.2. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Åãî äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè

÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ýòè äèàãîíàëè äåëÿò óãëû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íà äâå ìåíüøèå ÷à-

ñòè, ò. å. îáðàçóþòñÿ 8 óãëîâ, ïî äâà â êàæäîé èç âåðøèí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ìîãóò ëè

3 èç ýòèõ 8 óãëîâ îêàçàòüñÿ òóïûìè?

7.3. Â ðÿä ñòîÿò 55 êîðîáîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó ÷èñëàìè îò 1 äî 55.

Â êàæäîé êîðîáêå ëåæèò íå áîëåå 10 øàðîâ, ïðè÷¼ì â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êîðîá-

êàõ êîëè÷åñòâî øàðîâ îòëè÷àåòñÿ ðîâíî íà 1. Èçâåñòíî, ÷òî â êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè

1, 4, 7, 10, . . . , 55 ëåæèò ñóììàðíî 181 øàð. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðîâ ìî-
æåò áûòü ñóììàðíî âî âñåõ 55 êîðîáêàõ?

7.4. Íà äîñêå çàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî. Âàñÿ âû-

áèðàåò ïàðó ÷èñåë íà äîñêå, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû, è

ñòèðàåò îäíî èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò îñòàâèòü Âàñÿ òàêèìè

äåéñòâèÿìè?

7.5.Ïàøà èãðàåò â êîìïüþòåðíóþ èãðó. Èãðà ïðîèñõîäèò íà áåñêîíå÷íîì êëåò÷àòîì

ïîëå. Â êàæäîé êëåòêå íàõîäèòñÿ îäíî èç äâóõ: ëèáî ñîêðîâèùå, ëèáî íàòóðàëüíîå

÷èñëî. ×èñëî ïîêàçûâàåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ñîêðîâèùà ïî êëåòêàì (åñëè äî

ñîêðîâèùà íóæíî ñäåëàòü A øàãîâ ïî âåðòèêàëè è B øàãîâ ïî ãîðèçîíòàëè, òî â êëåòêå

íàïèñàíî ÷èñëî A + B). Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò óçíàòü ñîäåðæèìîå îäíîé êëåòêè.

Öåëü èãðû � íàéòè õîòÿ áû îäíî ñîêðîâèùå.

à) Ïàøà âñêðûë òðè êëåòêè, èäóùèå ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè. Â êàæäîé èç íèõ

îêàçàëîñü ÷èñëî 5. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ íóæíî åù¼ ñäåëàòü Ïàøå, ÷òîáû

íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå? (2 áàëëà)

á) Ïàøà âñêðûë êàêèå-òî òðè êëåòêè, è â íèõ îêàçàëèñü ÷èñëà. Ìîãëî ëè òàê ñëó-

÷èòüñÿ, ÷òî ïî ýòîé èí�îðìàöèè Ïàøà ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî íàéòè ñîêðîâèùå ñëå-

äóþùèì õîäîì? (3 áàëëà)

â) Ïàøå èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî íà ïîëå íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî �èêñèðî-

âàííîãî K > 3. Ìîæåò ëè Ïàøà íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå, ñäåëàâ íå áîëåå K + 3
õîäîâ? (4 áàëëà)

ã) Ïàøå èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî íà ïîëå íå ïðåâîñõîäèò 2023. Õâàòèò ëè Ïàøå
20 õîäîâ, ÷òîáû íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå? (5 áàëëîâ)
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8 êëàññ

8.1. �àññòàâüòå â òàáëèöå 3 × 3 íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 9 òàê, ÷òîáû êàæäîå

÷èñëî áûëî èñïîëüçîâàíî ïî îäíîìó ðàçó, à ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì

ñòîëáöå ÿâëÿëàñü ïðîñòûì ÷èñëîì.

8.2. Ìîãóò ëè ÷èñëà a, b, c (íå îáÿçàòåëüíîå öåëûå) â êàêîì-òî ïîðÿäêå ñîâïàäàòü ñ
÷èñëàìè a + 1, b2 + 2, c3 + 3?

8.3. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âûáðàíà òî÷êà O. Íà îòðåçêàõ AO,BO,CO,DO ïî-

ñòðîèëè êâàäðàòû OAA1A2, OBB1B2, OCC1C2, ODD1D2 (âñå âåðøèíû íàçâàíû â ïî-

ðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Äîêàæèòå, ÷òî A2B2C2D2 � êâàäðàò.

8.4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò

1 äî 2n òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî áûëî äåëèòåëåì ñóììû äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë?

(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì è ñèììåòðèåé, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè)

8.5. Íà äîñêå íàïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáûõ óæå íàïè-

ñàííûõ ÷èñåë a è b (â òîì ÷èñëå ñîâïàäàþùèõ) ðàçðåøàåòñÿ âûïèñàòü íà äîñêó ÷èñëà

a+ 2b, ab2 è a/b2. Âñåãäà ëè ïîëó÷èòñÿ (âîçìîæíî, â íåñêîëüêî äåéñòâèé):

à) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

(2 áàëëà)

á) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

(2 áàëëà)

â) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ã) âûïèñàòü ÷èñëî 2, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ä) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå x, ÷òî åñëè íà äîñêå íàïèñàíî x, òî ïîëó÷èòñÿ âûïèñàòü è

ëþáîå äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî? (4 áàëëà)
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9 êëàññ

9.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå 11, ó êîòîðîãî ñóììà ïåðâîé
è ÷åòâ¼ðòîé öè�ð ðàâíà ñóììå âòîðîé è ïÿòîé öè�ð è ðàâíà ñóììå òðåòüåé è øåñòîé

öè�ð.

9.2. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Îïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà BIC êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
ïðÿìîé AC.

9.3. Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà x, y è ïîïðîñèë âû-

÷èñëèòü äâà íîâûõ ÷èñëà: x + 1
y2

è y2 + 1
x
. Âàñÿ âñ¼ ïåðåïóòàë è ïîñ÷èòàë çíà÷åíèÿ

âûðàæåíèé x2 + 1
y
è y + 1

x2 . Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü òåìè æå, òîëüêî â

îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà.

9.4. Äàíû íàáîð S = {1, 2, 3, . . . , 2022} è íàáîð A = {a1, a2, a3, . . . , a2022}, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàáîðà S. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 6 n,m 6 2022 âûðàæåíèå
an + am äåëèòñÿ íàöåëî íà ÍÎÄ(n;m). Íàéäèòå ÷èñëî âîçìîæíûõ íàáîðîâ A.

9.5. Çàáîð Òîìà Ñîéåðà ñîñòîèò èç n äîñîê. Áåí �îäæåðñ è Áèëëè Ôèøåð ïî î÷å-

ðåäè êðàñÿò ïî îäíîé äîñêå, ïðè÷¼ì Áåí êðàñèò â êðàñíûé öâåò, à Áèëëè � â ñèíèé.

Íà÷èíàåò Áåí. Åñëè êòî-òî èç ìàëü÷èêîâ ïîêðàñèò äâå ñîñåäíèå äîñêè, òî íåìåäëåí-

íî áóäåò âûãíàí êóïàòüñÿ, à îñòàâøèéñÿ ïîëó÷èò ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà; åñëè æå çàáîð

ïîëíîñòüþ îêðàøåí, à òàêîé ñèòóàöèè òàê è íå ñëó÷èëîñü, Òîì îñòàâëÿåò ñåðåäèíêó îò

ÿáëîêà ñåáå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 2022, òî Áèëëè Ôèøåð ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè îòïðà-

âèòüñÿ êóïàòüñÿ. (3 áàëëà)

Èìååò ëè êòî-òî èç ìàëü÷èøåê ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò åìó ãàðàíòèðîâàííî

ïîëó÷èòü ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà, åñëè:

á) n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10; (5 áàëëîâ)

â) n � ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10? (6 áàëëîâ)



XXII ÂÓÇÎÂÑÊÎ-ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Åêàòåðèíáóðã, Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2023

10 êëàññ

10.1. ×èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì x3 > y2 è y3 > x2
. Äîêàæèòå, ÷òî

x+ y > 2.

10.2. �àññêàçûâàÿ îá îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ïî øàõìàòàì (êàæäûé ó÷àñòíèê ñûã-

ðàë ñ êàæäûì ïî îäíîé ïàðòèè), êîììåíòàòîð ñêàçàë ñëåäóþùåå: ¾Â òóðíèðå ó÷àñò-

âîâàëè 15 ÷åëîâåê; ïîáåäèòåëü òóðíèðà íàáðàë âäâîå áîëüøå î÷êîâ, ÷åì ó÷àñòíèê,

çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî. Îñòàëüíûå 13 ó÷àñòíèêîâ íàáðàëè îäíî è òîæå ïðîìåæó-

òî÷íîå (ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì) êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïîäåëèâ, òàêèì îáðàçîì, ìåñòà

ñ 2-ãî ïî 14-å.¿ Äîêàæèòå, ÷òî êîììåíòàòîð õîòü ðàç, äà îøèáñÿ. (Â øàõìàòíîé ïàð-

òèè ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò îäíî î÷êî, ïðîèãðàâøèé � íîëü î÷êîâ, à â ñëó÷àå íè÷üåé îáà

ó÷àñòíèêà ïîëó÷àþò ïî ïîë-î÷êà.)

10.3. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD íà áîëüøåé áîêîâîé ñòîðîíå CD íàøëàñü

òàêàÿ òî÷êà T , ÷òî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè CT è TD êàñàþòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû AB
êàæäàÿ. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíû AB îêðóæíîñòÿìè êàê X è Y . Ìîæåò ëè

îêàçàòüñÿ, ÷òî AY = BX? Îòâåò îáîñíóéòå.

10.4. Êâàäðàò 7×7 ðàçðåçàëè áåç îñòàòêà (ïî ëèíèÿì ñåòêè) íà òð¼õêëåòî÷íûå óãîë-

êè è ìàëåíüêèå êâàäðàòû ðàçìåðà 2× 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìàëåíüêèé êâàäðàò ïîëó÷èëñÿ
ðîâíî îäèí.

10.5. Â ñêà÷êàõ ó÷àñòâîâàëè òðè ëîøàäè. Â áóêìåêåðñêîé êîíòîðå ïðèíèìàþò ñòàâ-

êè èç ðàñ÷¼òà: íà ïîáåäó ïåðâîé ëîøàäè 4 : 1 (ò. å., åñëè ïåðâàÿ ëîøàäü ïîáåæäàåò, òî

èãðîêó âîçâðàùàþò ïîñòàâëåííûå íà íåå äåíüãè è åùå â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå; â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå èãðîê òåðÿåò âñå ïîñòàâëåííûå äåíüãè), íà ïîáåäó âòîðîé � 3 : 1, íà ïîáåäó
òðåòüåé � 1 : 1. Êàæäàÿ ñòàâêà âûðàæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì çîëîòûõ.

a) Áóðàòèíî ñîáèðàåòñÿ ïîñòàâèòü íà âñåõ òð¼õ ëîøàäåé, íî òàê, ÷òîáû âíå çàâèñè-

ìîñòè îò èñõîäà ñêà÷åê ïîëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì ïîñòàâèë.

Ïîäñêàæèòå Áóðàòèíî ñêîëüêî çîëîòûõ íà êàêóþ ëîøàäü ïîñòàâèòü, åñëè îáùàÿ ñóììà

ïîñòàâëåííûõ äåíåã ðàâíà 50 çîëîòûì. (3 áàëëà)

á) Ïüåðî æåëàåò ïîñòàâèòü â ñóììå ðîâíî 25 çîëîòûõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãàðàíòèðî-

âàííî õîòÿ áû íà 1 çîëîòîé áîëüøå. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? (2 áàëëà)

â) Ïàïà Êàðëî íàìåðåí ñäåëàòü òàêèå ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü íà

5 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì îí ïîñòàâèë. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó äåíåã äëÿ ýòîãî îí

äîëæåí èìåòü? (5 áàëëîâ)

ã) Êàðàáàñ-Áàðàáàñ õî÷åò òàê ñäåëàòü ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü äåíåã

õîòÿ áû íà 6% áîëüøå, ÷åì ïîñòàâëåíî. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? Äåíåã ó Êàðàáàñà-

Áàðàáàñà êóðû íå êëþþò. (4 áàëëà)
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11 êëàññ

11.1. �åøèòå óðàâíåíèå

x4 + 2x
√
x− 1 + 3x2 − 8x+ 4 = 0.

11.2. Äàí òåòðàýäð. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ ëè ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùèå êàæäàÿ ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó òåòðàýäðà òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþ-

áûìè ñîñåäíèìè ïëîñêîñòÿìè áûëè îäèíàêîâûìè?

11.3. Äàíû ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p, q, r. Ïðîèçâåäåíèå pqr íàöåëî äåëèòñÿ íà

p + q + r. Äîêàæèòå, ÷òî (p − 1)(q − 1)(r − 1) + 1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.

11.4. Íþøà èìååò 2022 ìîíåòû, à Áàðàø � 2023. Íþøà è Áàðàø áðîñàþò âñå ñâîè

ìîíåòû îäíîâðåìåííî è ñ÷èòàþò ñêîëüêî îðëîâ âûïàëî ó êàæäîãî. Âûèãðûâàåò òîò èç

íèõ, ó êîãî îêàæåòñÿ îðëîâ áîëüøå, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûèãðûâàåò Íþøà. Ñ êàêîé

âåðîÿòíîñòüþ âûèãðûâàåò Íþøà?

11.5. Êðîø, óçíàâ êîðíè óðàâíåíèÿ x2−x− 1 = 0, èçîáðåë ¾çîëîòóþ ñèñòåìó ñ÷èñ-

ëåíèÿ Êðîøà¿, ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì ϕ = 1+
√
5

2
. Ëîñÿø îòìåòèë, ÷òî �àêòè-

÷åñêè Êðîø íàõîäèò ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íà ñóììû êàêèõ-òî ðàçëè÷íûõ

öåëûõ ñòåïåíåé ÷èñëà ϕ. Íàïðèìåð, â ýòîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàïèñü 11, 1 ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó

1 +
√
5 = ϕ1 + ϕ0 + ϕ−1.

Ëîñÿø òàêæå çàÿâèë, ÷òî åñëè ÷èñëî èìååò ðàçëîæåíèå, òî ó íåãî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî

è âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü ðàçëîæåíèåì, â êîòîðîì íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòåïåíåé ϕ; ñàìî
æå ðàçëîæåíèå åñòü ó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

m+n
√
5

2
, ãäå m,n � öåëûå è îäíîé

÷åòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî Ëîñÿø ïðàâ, äëÿ ÷åãî:

à) Íàéäèòå õîòÿ áû ïÿòü ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà 1. (2 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü â òàêóþ ñóììó, òî ìîæíî è â ñóììó,

â êîòîðîé íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòåïåíåé ϕ. (2 áàëëà)

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ðàçëîæèìî, òî è a+ 1 ðàçëîæèìî. (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ðàçëîæèìûõ ÷èñåë òàêæå ðàçëîæèìû.

(2 áàëëà)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàêèõ-òî öåëûõ m,n îäíîé ÷åòíîñòè ÷èñëî

m+n
√
5

2
ïîëî-

æèòåëüíî, òî ýòî ÷èñëî ðàçëîæèìî. (5 áàëëîâ)



�ÅØÅÍÈß

5 êëàññ

5.1. Åâãåíèé óêëàäûâàåò ïëèòêó íà ïîëó ñâîåé ãîñòèíîé ðàçìåðîì 12 íà 16 ìåò-

ðîâ. Îí ïëàíèðóåò ðàçìåñòèòü êâàäðàòíûå ïëèòêè ðàçìåðîì 1ì × 1ì âäîëü ãðàíè-

öû êîìíàòû, à îñòàëüíóþ ÷àñòü ïîëà âûëîæèòü êâàäðàòíûìè ïëèòêàìè ðàçìåðîì

2ì× 2ì. Ñêîëüêî âñåãî ïëèòîê åìó ïîíàäîáèòñÿ?

�åøåíèå. Îòñòóïèì îò ãðàíèö ãîñòèíîé íà 1 ì. Ó íàñ îñòàíåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

ðàçìåðà 10× 14, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ ïîêðûòü ïëèòêàìè 2× 2. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëü-
íèêà 140, ïëîùàäü îäíîé ïëèòêè 4, çíà÷èò, ïîíàäîáèòñÿ 140 : 4 = 35 áîëüøèõ ïëèòîê.
Ïëîùàäü ãðàíè÷íîé ïîëîñû ðàâíà 12·16−140 = 52 è îíà äîëæíà áûòü ïîêðûòà ïëèòêà-
ìè ïëîùàäè 1. Çíà÷èò, ïîòðåáóåòñÿ 52 ìàëûå ïëèòêè. Îáùåå êîëè÷åñòâî ïëèòîê ðàâíî

35 + 52 = 87.

Îòâåò. 87 ïëèòîê.

5.2. Èâàíîâû Èâàí è Èðèíà, Ìèøèíû Ìèõàèë è Ìàðèÿ, Ïåòðîâû Ï¼òð è Ïîëè-

íà õîòÿò ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó. Åñòü äâóõìåñòíàÿ ëîäêà. �ðåñòè ìîãóò Èâàí,

Ìèõàèë è Ïîëèíà. Ìóæ÷èíà íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ íà áåðåãó èëè â ëîäêå íàåäèíå ñ

÷óæîé æåíîé. Åñëè ñåìüÿ öåëèêîì îêàçûâàåòñÿ íà äðóãîì áåðåãó, îíè ñðàçó óõîäÿò.

Êàê èì âñåì ïåðåïðàâèòüñÿ íà äðóãîé áåðåã?

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ìóæ÷èí áîëüøèìè áóêâàìè È, Ì, Ï è èõ æåíùèí è, ì, ï.

Òîãäà ãðåñòè ìîãóò È, Ì, ï. Ïîêàæåì ñõåìàòè÷íî ïðîöåññ ïåðåïðàâû:

(1) è, ì, ï, Ï
È,Ì−−→ (2)

(1) è, ì, ï, Ï
È←− (2)Ì

(1) è, È, ì
ï,Ï−−→ (2)Ì

(1) è, È, ì
Ì←− (2)

(1) è, ì
È,Ì−−→ (2)

(1) è, ì
È←− (2)Ì

(1)ì
è,È−−→ (2)Ì

(1)ì
Ì←− (2)

(1)
ì,Ì−−→ (2)

5.3. Â äåñÿòè êîðîáêàõ ëåæàò ìÿ÷èêè: 1, 3, 5, . . . , 19 ìÿ÷èêîâ. Äâà äðóãà Ï¼òð

è Âàñèëèé ïî î÷åðåäè áåðóò ïî îäíîìó ìÿ÷èêó èç êàêîé-òî êîðîáêè. Ïåðâûì áåð¼ò

ìÿ÷èê Ï¼òð. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà â êàêèõ-òî äâóõ êîðîáêàõ ñòàíåò
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îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ìÿ÷èêîâ (áûòü ìîæåò, íóëåâîå). Êòî èç íèõ ìîæåò âûèã-

ðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò õîäîâ ñîïåðíèêà?

�åøåíèå. Ï¼òð âûèãðàåò, åñëè áóäåò äåëàòü ëþáûå äîïóñòèìûå õîäû, òî åñòü òà-

êèå õîäû, ïîñëå êîòîðûõ íå âîçíèêíåò ïàðû êîðîáîê ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ìÿ÷èêîâ.

Äîêàæåì ýòî. �àññìîòðèì ñèòóàöèþ (íàçîâ¼ì å¼ êðèòè÷åñêîé, êîãäà â êîðîáêàõ ðàç-

íîå ÷èñëî ìÿ÷åé, íî ëþáîå âçÿòèå ìÿ÷èêà ïðèâåä¼ò ê ñèòóàöèè, êîãäà â êàêèõ-òî äâóõ

êîðîáêàõ ìÿ÷åé îêàæåòñÿ ïîðîâíó. ßñíî, ÷òî òîãäà, âî-ïåðâûõ, îäíà èç êîðîáîê ïóñòàÿ

(èíà÷å ìîæíî âçÿòü ìÿ÷èê èç êîðîáêè ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ìÿ÷èêîâ), âî-âòîðûõ,

äëÿ êàæäîé íåïóñòîé êîðîáêè A åñòü êîðîáêà â êîòîðîé ìÿ÷èêîâ ðîâíî íà 1 ìåíüøå

(èíà÷å ìîæíî âçÿòü ìÿ÷èê èç A). Èòàê, â êðèòè÷åñêîé ñèòóàöèè â êîðîáêàõ ëåæèò

ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, dots, 9 ìÿ÷èêîâ, âñåãî 45 øòóê. Èçíà÷àëüíî ìÿ÷èêîâ áûëî ÷¼òíîå
÷èñëî (ñóììà äåñÿòè íå÷¼òíûõ ÷èñåë), ñòàëî íå÷¼òíûì. Çíà÷èò áûëî âçÿòî íå÷¼òíîå

÷èñëî ìÿ÷èêîâ, è ñåé÷àñ î÷åðåäü áðàòü Âàñèëèÿ. Îí è ïðîèãðûâàåò. Åù¼ îòìåòèì, ÷òî

äî ýòîãî ìîìåíòà êàæäûé èç èãðîêîâ â ñâîþ î÷åðåäü ìîã ñäåëàòü õîä, íå ïðèâîäÿùèé

åãî ê ïîðàæåíèþ (âûøå ïîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ åäèíñòâåííà), çíà÷èò, äî

ýòîãî ìîìåíòà Ï¼òð òî÷íî ìîã íå ïðîèãðàòü.

Îòâåò. Âûèãðàåò Ï¼òð.

5.4. Äàíèèë ñ Ïàøåé åõàëè íà ìàøèíå ïî ïðÿìîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Ïîêà Äàíèèë óïðàâëÿë ìàøèíîé, Ïàøå áûëî íå÷åì çàíÿòüñÿ, è îí ðàññìàòðèâàë êè-

ëîìåòðîâûå ñòîëáû. Ïàøà çàìåòèë, ÷òî ðîâíî â ïîëäåíü îíè ïðîåõàëè ìèìî ñòîëáà

ñ ÷èñëîì XY (ãäå X, Y � íåêîòîðûå öè�ðû), â 12 : 42 � ìèìî ñòîëáà ñ ÷èñëîì Y X,

à â ÷àñ äíÿ � ìèìî ñòîëáà ñ ÷èñëîì X0Y . Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ îíè åõàëè?

�åøåíèå. Ñïîñîá 1. Çà 42 ìèíóòû ñ 12:00 äî 12:42 ìàøèíà ïðîåõàëà íå áîëåå 100 êì,

à çà îñòàâøèåñÿ 18 ìèíóò åù¼ ìåíüøå (â 42/18 = 7/3) ðàçà. Çíà÷èò, äî ñòîëáà ñ ÷èñëîì
200 ìàøèíà ê 13:00 íå äîáðàëàñü. Òîãäà X = 1. Òîãäà, âíå çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Y , ñ 12
äî ÷àñó ìàøèíà ïðåîäîëåëà ïóòü ðàâíûé 90 êì, è å¼ ñêîðîñòü ðàâíà 90 êì/÷. Îñòà¼òñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîé ñêîðîñòè îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, òî åñòü, ÷òî óñëîâèå

çàäà÷è íåïðîòèâîðå÷èâî. Â ñàìîì äåëå: çà 42 ìèíóòû (÷òî ðàâíî 7/10 ÷àñà) ìàøèíà

ïðîøëà 63 êì. È ïðè Y = 8 (êñòàòè, òàêîå Y åäèíñòâåííî) îíà êàê ðàç îêàæåòñÿ

íàïðîòèâ ñòîëáà ñ íîìåðîì 63 + 18 = 81. Çà îñòàâøèåñÿ äî ÷àñó äíÿ 18 ìèíóò (3/10

÷àñà) ìàøèíà ïðîåäåò åù¼ 27 êì è îêàæåòñÿ íàïðîòèâ ñòîëáà ñ ÷èñëîì 81 + 2 = 108.
Ñïîñîá 2. Îò ñòîëáà ñ ÷èñëîì Y X = 10Y +X äî ÷èñëà ñ ÷èñëîì XY = 10X+Y ðîâ-

íî (10Y +X)−(10X+Y ) = 9(Y −X) êì. Àíàëîãè÷íî ìåæäó ñòîëáàìè ñ ÷èñëàìè XOY
è Y X ðîâíî 9(11X−Y ) êì. Ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü ìàøèíû îçíà÷àåò, ÷òî ó÷àñòêè ïðîé-

äåííîãî åé ïóòè ïðîïîðöèîíàëüíû âðåìåíè, çàòðà÷åííîãî íà èõ ïðåîäîëåíèå. Èíûìè

ñëîâàìè èìååì óðàâíåíèå

9(Y −X)
9(11X−Y )

= 42
60−42

. Ïîñëå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ïðîïîðöèè, ïî-

ëó÷èì ðàâåíñòâî Y = 8X . Â öè�ðàõ ýòî ðàâåíñòâî èìååò äâà ðåøåíèÿ: X = Y = 0, ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê ïåðâàÿ öè�ðà íà êèëîìåòðîâîì ñòîëáå îò íóëÿ îòëè÷íà, è X = 1,
Y = 8, ÷òî è èìåëî ìåñòî áûòü. Òîãäà çà ÷àñ ìàøèíà ïðîøëà 108− 18 = 90 êì. Ýòî è
åñòü å¼ ñêîðîñòü.

Îòâåò. 90 êì/÷.
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5.5. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû êàêèå-òî 11 êðàñíûõ òî÷åê, à âíóòðè îêðóæíî-

ñòè � êàêèå-òî 11 æ¼ëòûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íèêàêàÿ æ¼ëòàÿ òî÷êà íå

ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äâå êðàñíûå, òî ìîæíî âûáðàòü 5 êðàñíûõ òî÷åê

òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè ïÿòèóãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî íå áîëåå 4 æ¼ëòûõ

òî÷åê.

�åøåíèå. Çàíóìåðóåì êðàñíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî, äâèãàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåë-

êå, íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 11. È ðàññìîòðèì òðè òàêèõ ïÿòèóãîëüíèêà (óêà-

çàíû òîëüêî íîìåðà èõ èõ âåðøèí � êðàñíûõ òî÷åê): 1) 1, 2, 3, 4, 5, 2) 1, 5, 6, 7, 8,
1, 8, 9, 10, 11. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âíóòðåííèå îáëàñòè ïÿòèóãîëüíèêîâ îáùèõ òî÷åê íå

èìåþò, ïîýòîìó ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå â êàêîé-òî èç íèõ íå áîëåå 4 æ¼ëòûõ, ÷. ò. ä.
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6 êëàññ

6.1. Ìîæíî ëè èç ÷åòûð¼õ ïÿòèêëåòî÷íûõ êðå
òîâ è ÷åòûð¼õ ÷åòûð¼õêëåòî÷-

íûõ óãîëêîâ ñëîæèòü �èãóðó, ïåðèìåòð êîòîðîé ìåíüøå 25 êëåòîê? Ôèãóðû íåëüçÿ

íàêëàäûâàòü äðóã íà äðóãà.

�åøåíèå. Ìîæíî, íàïðèìåð, òàê:

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 6.1

Îòâåò. Ìîæíî.

6.2. Ìàòåìàòèêè Àíäðåé, Áîðèñ è Âèêòîð ðåøàëè çàäà÷è îëèìïèàäû. Ñíà÷àëà

íåñêîëüêî çàäà÷ ðåøèë Àíäðåé, ïîòîì òðåòü îò îñòàâøèõñÿ çàäà÷ ðåøèë Áîðèñ.

Ïîñëå ýòîãî îñòàëàñü íåðåø¼ííîé òðåòü çàäà÷, êîòîðóþ äîðåøàë Âèêòîð. Êàêóþ

÷àñòü âñåõ çàäà÷ ðåøèë Àíäðåé?

�åøåíèå. Êîãäà Àíäðåé îòðåøàë íåñêîëüêî çàäà÷, òî Áîðèñ ïðîðåøàë òðåòüþ

÷àñòü îñòàòêà, à Âèêòîð, ñîîòâåòñòâåííî, äâå òðåòè îñòàòêà. Åñëè ýòî, ïî óñëîâèþ,

òðåòüÿ ÷àñòü âñåõ çàäà÷, óìíîæèâ çàäà÷è Âèêòîðà íà òðè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óäâîåí-

íûé îñòàòîê ïîñëå Àíäðåÿ ýòî âñå çàäà÷è îëèìïèàäû. Òî åñòü, ïîñëå Àíäðåÿ îñòàëàñü

ïîëîâèíà çàäà÷ îëèìïèàäû. Òî åñòü, Àíäðåé îòðåøàë ïîëîâèíó âñåõ çàäà÷ îëèìïèàäû.

Îòâåò. 1/2.

6.3. Â ñêà÷êàõ ó÷àñòâîâàëè òðè ëîøàäè. Â áóêìåêåðñêîé êîíòîðå ïðèíèìàþò

ñòàâêè èç ðàñ÷¼òà: íà ïîáåäó ïåðâîé ëîøàäè 4 : 1 (ò. å., åñëè ïåðâàÿ ëîøàäü ïîáåæäà-

åò, òî èãðîêó âîçâðàùàþò ïîñòàâëåííûå íà íåå äåíüãè è åùå â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå; â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå èãðîê òåðÿåò âñå ïîñòàâëåííûå äåíüãè), íà ïîáåäó âòîðîé � 3 : 1,
íà ïîáåäó òðåòüåé � 1 : 1. Êàæäàÿ ñòàâêà âûðàæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì

÷èñëîì çîëîòûõ. Ó Áóðàòèíî åñòü ðîâíî 20 ìîíåò. Ìîæåò ëè îí ñäåëàòü òàêèå

ñòàâêè, ÷òîáû ïðè ëþáîì èñõîäå ñêà÷åê óéòè õîòÿ áû ñ 21 ìîíåòîé?

�åøåíèå. ×òîáû äîáèòüñÿ óñïåõà Áóðàòèíî ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê: îäíó ìîíåòó

îñòàâèò ñåáå, à èç îñòàâøèõñÿ 19 ìîíåò ïîñòàâèò 4 ìîíåòû íà ïåðâóþ ëîøàäü, 5 ìîíåò
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íà âòîðóþ ëîøàäü è 10 ìîíåò � íà òðåòüþ. Â ñëó÷àå óñïåõà êàæäîé èç ëîøàäåé (ñ

ó÷¼òîì êîý��èöèåíòà) îí ïîëó÷èò ïî 20 ìîíåò, è âìåñòå ñ îäíîé ìîíåòîé, êîòîðóþ

Áóðàòèíî íå ñòàâèë, ýòî ñäåëàåò âîçìîæíûì åãî âûèãðûø.

Îòâåò. Ìîæåò.

6.4. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Á âûåõàëè Èâàí íà òðàêòîðå è Ï¼òð íà ¾Ìåðñåäåñå¿.

Ï¼òð äîåõàë äî ïóíêòà Á, ïîäîæäàë 10 ìèíóò è, ïîçâîíèâ Èâàíó, óçíàë, ÷òî òîò

ïðîåõàë òîëüêî òðåòü ïóòè è ñåé÷àñ ïðîåçæàåò ìèìî êà�å. Ï¼òð âûåõàë ê íåìó. Íå

çàìåòèâ Èâàíà, îí äîåõàë äî êà�å è, ïîòðàòèâ ïîë÷àñà íà ïåðåêóñ, ïîåõàë â ïóíêò Á.

Â èòîãå Ï¼òð äîåõàë äî ïóíêòà Á îäíîâðåìåííî ñ Èâàíîì. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðàòèë

Èâàí íà âåñü ïóòü, åñëè è îí, è Ï¼òð åõàëè ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè?

�åøåíèå. Èç òîãî, ÷òî Èâàí ïðîåõàë òðåòü ïóòè ê òîìó ìîìåíòó, êîãäà Ï¼òð ïðî-

åõàë åãî öåëèêîì è ïîäîæäàë 10 ìèíóò, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîãäà Èâàí äîåäåò

äî ïóíêòà Á, Ï¼òð ìîã òðè ðàçà ïðîåõàòü ìàðøðóò è ïîäîæäàòü ïîë÷àñà. Âìåñòî ýòîãî

îí ïðîåõàë ìàðøðóò 1+2/3+2/3 = 7/3 ðàç è ïîäîæäàë 40 ìèíóò. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ
Ïåòðà 2/3 ïóòè â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ðàâíîñèëüíû 10 ìèíóòàì îæèäàíèÿ âî âòîðîì.

Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âåñü ïóòü Ï¼òð ïðîåçæàåò çà 15 ìèíóò, à òðåòü

ïóòè Èâàíà ýòî 25 ìèíóò. Ñîîòâåòñòâåííî, âåñü ïóòü Èâàíà � ýòî 75 ìèíóò.

Îòâåò. 1 ÷àñ è 15 ìèíóò.

6.5. 2023 èãðîêà â Ìàéíêðà�ò ñîáðàëèñü è ïîäåëèëèñü íà äâà ñåðâåðà. �àç â ìèíó-

òó êòî-òî èç íèõ îãîð÷àëñÿ òîìó, ÷òî íà åãî ñåðâåðå èãðîêîâ áîëüøå, ÷åì íà äðóãîì,

è ïåðåõîäèë èãðàòü òóäà. Çà 2023 ìèíóòû êàæäûé èãðîê ñìåíèë ñåðâåð òîëüêî îäèí

ðàç. Ñêîëüêî ëþäåé ìîãëî èçíà÷àëüíî ñîáðàòüñÿ íà ïåðâîì ñåðâåðå? Íàéäèòå âñå âîç-

ìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

�åøåíèå. Íàçîâ¼ì ñåðâåðû À è Á. Åñëè êàêîé-òî èç ñåðâåðîâ â íà÷àëå ïóñò, òî

ïîñëå 1012 ïåðåõîäà îí îêàæåòñÿ íàèáîëüøèì, à âñå, êòî åù¼ íå ìåíÿë ñåðâåð � íà

äðóãîì. Òî åñòü, îáà ñåðâåðà â íà÷àëå íå ïóñòû. Çàìåòèì, ÷òî â ìîìåíò, êîãäà èãðîê,

íà÷èíàâøèé èãðàòü íà ñåðâåðå À, ïåðåõîäèò íà ñåðâåð Á, íà ýòîì ñåðâåðå ñîáðàëîñü íå

áîëüøå, ÷åì 1011 èãðîêîâ. Ñ ýòîãî ìîìåíòà ñåðâåð Á íå ìîæåò íàáðàòü áîëüøå, ÷åì

1012 èãðîêîâ, ïîòîìó ÷òî â ìîìåíò, êîãäà îí ýòî äåëàåò, íà í¼ì íà÷èíàåò èãðàòü áîëüøå

÷åëîâåê, ÷åì íà ñåðâåðå À, è îòòóäà èãðîêè óõîäèòü â äàííûé ìîìåíò áîëüøå íå ìîãóò.

Çíà÷èò, â êîíöå íà ñåðâåðå Á èãðàþò íå áîëüøå 1012 ÷åëîâåê, à íà ñåðâåðå À íå ìåíüøå,

÷åì 1011. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî â êîíöå èãðû íà ñåðâåðå À íå áîëüøå, ÷åì 1012

÷åëîâåê, à íà ñåðâåðå Á � íå ìåíüøå 1011. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé

ñëó÷àé � ýòî êîãäà â êîíöå èãðû íà îäíîì èç ñåðâåðîâ ñîáèðàåòñÿ 1011 ÷åëîâåê, à íà

äðóãîì � 1012. Íî êàæäûé ó÷àñòíèê ìåíÿë ñåðâåð ðîâíî îäèí ðàç, à ýòî çíà÷èò, ÷òî

ñèòóàöèÿ íà÷àëà ñîâïàäàåò ñ ñèòóàöèåé êîíöà. Òî åñòü, â íà÷àëå íà îäíîì èç ñåðâåðîâ

1011 ÷åëîâåê, à íà äðóãîì � 1012.

Îòâåò. 1011 ÷åëîâåê èëè 1012 ÷åëîâåê.
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6.6 Íà äîñêå çàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 50 âêëþ÷èòåëüíî. Âàñÿ

âûáèðàåò ïàðó ÷èñåë íà äîñêå, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû,

è ñòèðàåò îäíî èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò îñòàâèòü Âàñÿ

òàêèìè äåéñòâèÿìè?

�åøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñìîæåì âûáðàòü ÷èñëî 1 íè ñ êàêèì äðóãèì

÷èñëîì â ïàðó, ÷òîáû èõ ÍÎÄ áûë áîëüøå îäíîãî, ïîýòîìó îäèí òî÷íî îñòàíåòñÿ íà

äîñêå. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî íà äîñêå òî÷íî îñòàíóòñÿ ÷èñëà 29, 31, 37, 41, 43 è 47. Îíè

ïðîñòûå è áîëüøå ïîëîâèíû îò 50. À çíà÷èò, âñå ÷èñëà, êîòîðûå íà íèõ äåëÿòñÿ íå

íàïèñàíû íà äîñêå. Òàêæå íà äîñêå äîëæíî îñòàòüñÿ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî èç ïîñëåäíåé

âûáðàííîé Âàñåé ïàðû. Êàê âèäèì, ïîëó÷àåòñÿ óæå 8 ÷èñåë, êîòîðûå òî÷íî äîëæíû

îñòàòüñÿ íà äîñêå.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, êàê ñòåðåòü ñ äîñêè âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà, êðîìå òåõ, ÷òî îïèñàíû

â îöåíêå. Ñíà÷àëà ñîòð¼ì ñ äîñêè âñå íå÷¼òíûå ñîñòàâíûå ÷èñëà, ïîñòàâèâ èõ â ïàðó ñ

îäíèì èç ïðîñòûõ äåëèòåëåé ýòîãî ÷èñëà. Çàòåì ñîòð¼ì âñå íå÷¼òíûå ïðîñòûå, ìåíüøèå

25, ïîñòàâèâ èõ â ïàðó ñ óäâîåííûì ýòèì ÷èñëîì (îíî áóäåò ÷¼òíûì, à ïîòîìó íå áóäåò

ñò¼ðòî ê ýòîìó ìîìåíòó). Çàòåì ñîòð¼ì âñå ÷¼òíûå ÷èñëà, ïîñòàâèâ èõ â ïàðó ñ äâîéêîé.

Çàìåòèì, ÷òî îñòàëîñü äåéñòâèòåëüíî 8 ÷èñåë: 1, 2, 29, 31, 37, 41, 43 è 47.

Îòâåò. 8 ÷èñåë.
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7 êëàññ

7.1. Ïàøà çàïèñàë â òåòðàäè ðàâåíñòâî, ñîñòîÿùåå èç öåëûõ ÷èñåë è çíàêîâ àðè�-

ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Çàòåì â âûðàæåíèè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îí çàøè�ðîâàë

êàæäóþ öè�ðó è çíàê äåéñòâèÿ áóêâîé, çàìåíèâ îäèíàêîâûå öè�ðû èëè çíàêè îäèíà-

êîâûìè áóêâàìè, à ðàçíûå � ðàçíûìè. Ó íåãî ïîëó÷èëîñü ðàâåíñòâî:

ÂÓÇÀÊÀÄÅÌ = 2023.

Ïðèäóìàéòå õîòÿ áû îäèí âàðèàíò âûðàæåíèÿ, êîòîðîå ìîã çàøè�ðîâàòü Ïàøà.

Àðè�ìåòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè ìîãóò áûòü ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äå-

ëåíèå. Ñêîáêè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.

�åøåíèå. Åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. Ïðèâåä¼ì íåêîòî-

ðûå èç íèõ (äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîãî):

0 + 1× 7× 289

2065 + 5− 47

1963 + 3× 20

7.2. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Åãî äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ âíóòðè

÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ýòè äèàãîíàëè äåëÿò óãëû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íà äâå ìåíüøèå ÷à-

ñòè, ò. å. îáðàçóþòñÿ 8 óãëîâ, ïî äâà â êàæäîé èç âåðøèí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Ìîãóò

ëè 3 èç ýòèõ 8 óãëîâ îêàçàòüñÿ òóïûìè?

�åøåíèå. Ïóñòü äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Â òî÷êå O
ñõîäÿòñÿ äâå ïàðû âåðòèêàëüíûõ óãëîâ. Äâà èç íèõ � íå ìåíüøå 90◦, ïîýòîìó äàæå

åñëè îáðàçîâàííûå èìè òðåóãîëüíèêè � òóïîóãîëüíûå, òî òóïîé óãîë íàõîäèòñÿ íå â

âåðøèíå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. À â äâóõ äðóãèõ òðåóãîëüíèêàõ â ñóììå íå áîëüøå äâóõ

òóïûõ óãëîâ, ïîýòîìó 3 èç 8 óãëîâ íå ìîãóò áûòü òóïûìè.

Îòâåò. Íå ìîãóò.

7.3. Â ðÿä ñòîÿò 55 êîðîáîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó ÷èñëàìè îò 1 äî 55.

Â êàæäîé êîðîáêå ëåæèò íå áîëåå 10 øàðîâ, ïðè÷¼ì â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êîðîá-

êàõ êîëè÷åñòâî øàðîâ îòëè÷àåòñÿ ðîâíî íà 1. Èçâåñòíî, ÷òî â êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè

1, 4, 7, 10, . . . , 55 ëåæèò ñóììàðíî 181 øàð. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðîâ

ìîæåò áûòü ñóììàðíî âî âñåõ 55 êîðîáêàõ?

�åøåíèå. Òàê êàê êîëè÷åñòâî øàðîâ â äâóõ ñîñåäíèõ êîðîáêàõ îòëè÷àåòñÿ íà 1,

òî ÷¼òíîñòü ýòîãî êîëè÷åñòâà âñåãäà îòëè÷àåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïðîòÿæåíèè âñåãî

ðÿäà êîðîáîê ÷¼òíîñòü ÷åðåäóåòñÿ � â êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè êîëè÷å-

ñòâî øàðîâ òîæå èìååò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü. �àçîáü¼ì êîðîáêè íà ïàðû: 1 ñ 4, 7 ñ 10, 13 ñ

16, ..., 49 ñ 52 � âñåãî 9 ïàð. Â êàæäîé ïàðå îäíî èç êîëè÷åñòâ ÷¼òíî, äðóãîå íå÷¼òíî.

Ïîýòîìó â äâóõ êîðîáêàõ îäíîé ïàðû íå áîëåå 10+9 = 19 øàðîâ. Òîãäà â 55 êîðîáêå íå
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ìåíåå 181 − 19 · 9 = 10 øàðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò áûòü âûïîëíåíî

ëèøü â îäíîé ñèòóàöèè: â 55-é êîðîáêå ðîâíî 10 øàðîâ, à â óêàçàííûõ ïàðàõ � ðîâíî

ïî 19. Áîëåå òîãî, êîðîáêè ñ 10 è 9 øàðîâ â ïàðàõ ÷åðåäóþòñÿ. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî

êàæäûé ïðîìåæóòîê ìåæäó óêàçàííûìè êîðîáêàìè ìîæåò áûòü ëèøü äâóõ âèäîâ: 9 è

10 øàðîâ ëèáî 8 è 9 øàðîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå øàðîâ ìåíüøå. Ñ÷èòàåì ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî øàðîâ: 181 + 18 · (8 + 9) = 487.

Îòâåò. 487 øàðîâ.

7.4. Íà äîñêå çàïèñàíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî. Âàñÿ

âûáèðàåò ïàðó ÷èñåë íà äîñêå, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû,

è ñòèðàåò îäíî èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò îñòàâèòü Âàñÿ

òàêèìè äåéñòâèÿìè?

�åøåíèå. Îöåíêà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòåðåòü ÷èñëî, Âàñÿ äîëæåí íàéòè äâà ÷èñëà, â

ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíî îäèíàêîâîå ïðîñòîå

÷èñëî. Íî òîãäà íå ìîãóò áûòü ñò¼ðòû åäèíèöà (íåò ïðîñòûõ ÷èñåë âîîáùå) è ïðîñòûå

÷èñëà, áîëüøèå 50 (íåò âòîðîãî ÷èñëà, êîòîðîå áû íà íåãî äåëèëîñü). Ïðîñòûå ÷èñëà,

áîëüøèå 50, ýòî 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 � âñåãî 10 ÷èñåë. Äàëåå, ïðè ñòèðàíèè

îäíîãî èç ÷èñåë â ïàðå, ñîäåðæàùåé îäèíàêîâîå ïðîñòîå ÷èñëî, äðóãîå îñòà¼òñÿ íà äîñ-

êå. Ïîýòîìó ïðè ïîñëåäíåì ñòèðàíèè äîëæíî îñòàòüñÿ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, ñîäåðæàùåå

ïðîñòîé äåëèòåëü, ìåíüøèé 50. Èòîãî íå ìåíåå 12 ÷èñåë îñòàíåòñÿ íà äîñêå.

Ïðèìåð. Âàñÿ ìîæåò äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñ-

ëà, ìåíüøåãî 50, íà äîñêå åñòü è óäâîåííîå. Ïîýòîìó, âûáèðàÿ ïðîñòîå p â ïàðå ñ 2p,
Âàñÿ ìîæåò ñòåðåòü ïðîñòûå ÷èñëà îò 11 äî 47, îñòàâèâ âðåìåííî 2, 3, 5 è 7. Êàæäîå

ñîñòàâíîå ÷èñëî äî 100 âêëþ÷èòåëüíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, ìåíüøèé 10, ïîýòîìó

Âàñÿ ìîæåò ñòåðåòü âñå ñîñòàâíûå ÷èñëà, êðîìå 6, 10 è 14. Çàòåì Âàñÿ ìîæåò óäàëèòü

3, 5 è 7 òàê æå, êàê è îñòàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ÷èñëà 2 óäàëèòü

6, 10 è 14. Â èòîãå íà äîñêå îñòàíóòñÿ ÷èñëà 1, 2, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Îòâåò. 12 ÷èñåë.

7.5. Ïàøà èãðàåò â êîìïüþòåðíóþ èãðó. Èãðà ïðîèñõîäèò íà áåñêîíå÷íîì êëåò-

÷àòîì ïîëå. Â êàæäîé êëåòêå íàõîäèòñÿ îäíî èç äâóõ: ëèáî ñîêðîâèùå, ëèáî íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî. ×èñëî ïîêàçûâàåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ñîêðîâèùà ïî êëåòêàì

(åñëè äî ñîêðîâèùà íóæíî ñäåëàòü A øàãîâ ïî âåðòèêàëè è B øàãîâ ïî ãîðèçîíòàëè,

òî â êëåòêå íàïèñàíî ÷èñëî A + B). Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò óçíàòü ñîäåðæèìîå

îäíîé êëåòêè. Öåëü èãðû � íàéòè õîòÿ áû îäíî ñîêðîâèùå.

à) Ïàøà âñêðûë òðè êëåòêè, èäóùèå ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè. Â êàæäîé èç íèõ

îêàçàëîñü ÷èñëî 5. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ íóæíî åù¼ ñäåëàòü Ïàøå, ÷òîáû

íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå? (2 áàëëà)

á) Ïàøà âñêðûë êàêèå-òî òðè êëåòêè, è â íèõ îêàçàëèñü ÷èñëà. Ìîãëî ëè òàê

ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïî ýòîé èí�îðìàöèè Ïàøà ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî íàéòè ñîêðîâèùå

ñëåäóþùèì õîäîì? (3 áàëëà)
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â) Ïàøå èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî íà ïîëå íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî �èêñè-

ðîâàííîãî K > 3. Ìîæåò ëè Ïàøà íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå, ñäåëàâ íå áîëåå K+3
õîäîâ? (4 áàëëà)

ã) Ïàøå èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî íà ïîëå íå ïðåâîñõîäèò 2023. Õâàòèò ëè

Ïàøå 20 õîäîâ, ÷òîáû íàâåðíÿêà íàéòè ñîêðîâèùå? (5 áàëëîâ)

�åøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ïàøà íàõîäèò â êëåòêå íåêîòîðîå ÷èñëî K, òî

îáÿçàòåëüíî õîòÿ áû îäíî ñîêðîâèùå ðàñïîëîæåíî â êëåòêàõ ïî ïåðèìåòðó êâàäðàòà,

ïîâ¼ðíóòîãî íà 45◦ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ëèíèé ñåòêè, âäîëü ñòîðîíû êîòîðîãî ðîâíî

K + 1 êëåòêà. Ïðè ýòîì âíóòðè òàêîãî êâàäðàòà íè îäíîãî ñîêðîâèùà áûòü íå

ìîæåò. Ïîñòðîèì òàêèå êâàäðàòû âîêðóã íàéäåííûõ Ïàøåé ïÿò¼ðîê. Ñîêðîâèùå,

îòíîñÿùååñÿ ê öåíòðàëüíîé ïÿò¼ðêå, ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíî òîëüêî âûøå èëè íèæå

íå¼ íà ðàññòîÿíèè 5 êëåòîê, òàê êàê îñòàëüíûå êëåòêè ïåðèìåòðà áóäóò íàêðûòû

äðóãèìè êâàäðàòàìè. Íî îäíà èç ýòèõ êëåòîê ìîæåò íå ñîäåðæàòü ñîêðîâèùà, ïîýòîìó

Ïàøå íå õâàòèò îäíîãî õîäà, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî åãî íàéòè. Äëÿ äðóãèõ ïÿò¼ðîê

èëè êëåòîê âíå êâàäðàòîâ òîæå íåëüçÿ îäíîçíà÷íî óêàçàòü, ãäå ëåæèò ñîêðîâèùå.

Ïîýòîìó Ïàøå íóæíî õîòÿ áû äâà õîäà (ýòè õîäû îòìå÷åíû çâ¼çäî÷êîé íà ðèñóíêå).

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 7.5à

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 7.5á

á) Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà îäíà èç âîçìîæíûõ ñèòóàöèé, â êîòîðîé ìîæíî îäíîçíà÷íî

îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ñîêðîâèùà. Ñîêðîâèùå íàõîäèòñÿ â êëåòêå, îòìå÷åííîé çâ¼çäî÷-

êîé, òàê êàê äðóãèå êëåòêè êâàäðàòà âîêðóã åäèíèöû íàêðûòû âíóòðåííèìè êëåòêàìè

êâàäðàòîâ âîêðóã äâîåê.

â) Ïóñòü Ïàøà ïåðâûìè äâóìÿ õîäàìè ïðîâåðèò äâå ñîñåäíèå êëåòêè ïî ãîðèçîíòà-

ëè. ×èñëà, íàõîäÿùèåñÿ â íèõ, ëèáî ðàâíû, ëèáî îòëè÷àþòñÿ íà 1 (åñëè, êîíå÷íî, òàì

îêàçàëîñü ñîêðîâèùå, òî Ïàøà ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êâàäðàòû âîêðóã

ýòèõ äâóõ ÷èñåë ïåðåêðîþòñÿ òàê, ÷òî ñîêðîâèùå, îòíîñÿùååñÿ ê ìåíüøåìó ÷èñëó (èëè

ëþáîìó èç ðàâíûõ) áóäåò ðàñïîëîæåíî â êëåòêàõ, îáðàçóþùèõ òîëüêî äâå ñòîðîíû

êâàäðàòà. Ïóñòü ìåíüøèì ÷èñëîì áóäåò N 6 K, è, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, óêàçàí-

íûå ñòîðîíû áóäóò ñëåâà îò íåãî. Ñèòóàöèÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå (ðàçìåðû êâàäðàòà

ïîêàçàíû óñëîâíî).

Ñëåäóþùèìè õîäàìè Ïàøà áóäåò ïðîâåðÿòü êëåòêè ñëåâà íàïðàâî, îò 1 äî
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Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 7.5â

ìàêñèìóì N − 1 � äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî â êëåòêå íå

ñîâïàä¼ò ñ íîìåðîì ýòîé êëåòêè. Åñëè ñîâïàä¼ò 1, òî òîãäà

ñîêðîâèùå íàäî èñêàòü â òð¼õ êëåòêàõ âîêðóã íåãî, à åñëè

íå ñîâïàä¼ò, òî â ýòèõ òð¼õ êëåòêàõ çàâåäîìî íåò ñîêðî-

âèùà. Åñëè ñîâïàä¼ò 2, òî ñîêðîâèùå íàäî èñêàòü äâóìÿ

êëåòêàìè âûøå èëè íèæå, à åñëè íå ñîâïàä¼ò, òî è â ýòèõ

äâóõ êëåòêàõ çàâåäîìî íåò ñîêðîâèùà, è òàê äàëåå. Åñëè

â ðåçóëüòàòå òàêèõ äåéñòâèé íå ñîâïàä¼ò ÷èñëî íè â îäíîé

êëåòêå, â òîì ÷èñëå è ñ íîìåðîì N − 1, òî ñîêðîâèùå íàäî
èñêàòü â ïîñëåäíèõ äâóõ êëåòêàõ � âûøå èëè íèæå ÷èñëà

N .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîèñê ñîêðîâèùà Ïàøà ïîòðàòèò: 2

íà÷àëüíûõ õîäà, íå áîëåå K−1 õîäà ïî ãîðèçîíòàëè, 2 õîäà
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîêðîâèùà âûøå èëè íèæå ÷èñëà (3 õîäà,

åñëè ïîâåçëî íà ïåðâîé êëåòêå). Âñåãî 2+(K−1)+2 = K+3
õîäà. Ëèáî 2 + 1 + 3 = 6 õîäîâ, íî 6 6 K + 3 ïî óñëîâèþ.

ã) Ïåðâûå äâà õîäà ñäåëàåì òàê æå, êàê è â ïóíêòå â).

Äëÿ îñòàâøåãîñÿ óãîëêà èç äâóõ ñòîðîí êâàäðàòà âîêðóã

÷èñëà N ñäåëàåì åù¼ òðè õîäà � â åãî êîíöû è öåíòðàëü-

íóþ êëåòêó. Åñëè ñîêðîâèùå åù¼ íå íàéäåíî, òî ïîäîçðè-

òåëüíûìè îñòàíóòñÿ êëåòêè â äâóõ äèàãîíàëüíûõ îòðåçêàõ,

ñîäåðæàùèõ N − 1 6 2022 êëåòîê.
Îïèøåì òåïåðü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Åñëè â òàêîì îòðåçêå âûäåëèòüM+1 ïîäðÿä

èäóùèõ êëåòîê, òî ñóùåñòâóåò êâàäðàò, äëÿ êîòîðîãî âûäåëåííûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ

ñòîðîíîé. Ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå êëåòêè êâàäðàòà ëåæàò ñòðîãî âíóòðè êâàäðàòà

ñî ñòîðîíîé N , ïîëó÷åííîãî ïåðâûìè äâóìÿ õîäàìè, à ïîòîìó çàâåäîìî íå ñîäåðæàò

ñîêðîâèùà. Òîãäà Ïàøà ìîæåò ïðîâåðèòü öåíòðàëüíóþ êëåòêó êâàäðàòà � åñëè òàì

îêàæåòñÿ ÷èñëî M , òî ñðåäè âûäåëåííûõ M + 1 êëåòîê ñîêðîâèùå åñòü, à åñëè íå M
� òî åãî íåò. Äëÿ óäîáñòâà ýòó îïåðàöèþ áóäåì äåëàòü äëÿ ëþáîãî M > 0, ïðè÷¼ì ïðè

M = 0 êâàäðàò âìåñòå ñ ãðàíèöåé � ýòî ïðîñòî îäíà êëåòêà.

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé îïåðàöèè Ïàøà ñíà÷àëà îñòàâèò îäèí èç äâóõ îòðåçêîâ. Äà-

ëåå áóäåì äåëèòü ïîïîëàì îòðåçîê � âûäåëÿòü ïîëîâèíó êëåòîê ñ îäíîãî èç êðà¼â (åñëè

êîëè÷åñòâî êëåòîê íå÷¼òíî � ïîëîâèíó âñåõ, íå ñ÷èòàÿ öåíòðàëüíóþ). Òîãäà äàæå â

õóäøåì ñëó÷àå åìó ïîíàäîáèòñÿ åù¼ íå áîëåå 12 õîäîâ, òàê êàê 211 > 2022. Äåéñòâè-
òåëüíî, êîëè÷åñòâî íåïðîâåðåííûõ âàðèàíòîâ çà 11 õîäîâ íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 1011,

506, 253, 127, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1 êëåòîê ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãî Ïàøà ïîòðàòèò íà ïîèñê

íå áîëåå 2 + 3 + 1 + 12 = 18 õîäîâ, ÷òî äàæå ìåíüøå ïðåäëîæåííûõ äâàäöàòè.

Îòâåò. à) 2 õîäà; á) Ìîãëî.
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8 êëàññ

8.1. �àññòàâüòå â òàáëèöå 3×3 íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 9 òàê, ÷òîáû êàæäîå

÷èñëî áûëî èñïîëüçîâàíî ïî îäíîìó ðàçó, à ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì

ñòîëáöå ÿâëÿëàñü ïðîñòûì ÷èñëîì.

�åøåíèå. Ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë

6 8 9

1 7 3

4 2 5

8.2. Ìîãóò ëè ÷èñëà a, b, c (íå îáÿçàòåëüíîå öåëûå) â êàêîì-òî ïîðÿäêå ñîâïàäàòü
ñ ÷èñëàìè a+ 1, b2 + 2, c3 + 3?

�åøåíèå. ÏóñòüM � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a, b, c,. Çàìåòèì, ÷òîM ïîëîæèòåëüíîå,

òàê êàê b2+2 ïîëîæèòåëüíîå. Î÷åâèäíî,M+1 > M . Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëàM2+2 èM3+3
òîæå áîëüøå M . Åñëè M > 1, òî M2 + 2 > M2 > M è àíàëîãè÷íî M3 + 3 > M3 > M ,

à åñëè M < 1, òî M2 + 2 > 1 > M è M3 + 3 > 1 > M . Òî åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â

íàáîðå Ìàêñèìà áîëüøå M , çíà÷èò íàáîðû ÷èñåë íå ìîãëè ñîâïàñòü.

Îòâåò. Íå ìîãëè.

8.3. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âûáðàíà òî÷êà O. Íà îòðåçêàõ AO,BO,CO,DO
ïîñòðîèëè êâàäðàòû OAA1A2, OBB1B2, OCC1C2, ODD1D2 (âñå âåðøèíû íàçâàíû â

ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Äîêàæèòå, ÷òî A2B2C2D2 � êâàäðàò.

�åøåíèå. Ñïîñîá 1.

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 8.3

�àññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AOB è A2OB2. Ïî ïîñòðî-

åíèþ AO = A2O è BO = B2O. Åñëè óãëû AOA2 è

BOB2 èìåþò îáùóþ ÷àñòü, òî ∠AOB = 90◦ −∠AOB2 =
∠A2OB2, åñëè íåò � ∠AOB = 90◦ +∠AOB2 = ∠A2OB2.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ AOB è A2OB2

è A2B2 = AB. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B2C2 =
BC, C2D2 = CD, D2A2 = DA, òî åñòü A2B2C2D2 �

ðîìá. Äîêàæåì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ AOC è A2OC2.

A2O = AO è C2O = CO ïî ïîñòðîåíèþ, à òàêæå

∠AOC = 90◦ + ∠AOC2 = ∠A2OC2. �àâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêîâ äîêàçàíî, à çíà÷èò A2C2 = AC. Àíàëîãè÷íî,
B2D2 = BD = AC, çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà äèàãîíàëåé
÷åòûð¼õóãîëüíèêà A2B2C2D2 ïîëó÷àåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì.

Ñïîñîá 2. Ïðè ïîâîðîòå ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà 90◦ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå òî÷êè

A, B, C, D ïåðåéäóò â òî÷êè A2, B2, C2, D2 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò êâàäðàò ABCD
ïåðåéä¼ò â ÷åòûð¼õóãîëüíèê A2B2C2D2. Ïîñêîëüêó ïðè ïîâîðîòå ñîõðàíÿþòñÿ äëèíû

è óãëû, òî A2B2C2D2 � êâàäðàò.
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8.4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò

1 äî 2n òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî áûëî äåëèòåëåì ñóììû äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë?

(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì è ñèììåòðèåé, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè)

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëà â êðóãå íå ÷åðåäóþòñÿ ïî ÷¼òíîñòè, òî êàêèå-òî

äâà ÷¼òíûõ ÷èñëà ñòîÿò ðÿäîì. ×¼òíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñóììû ÷¼òíîãî ñîñåä-

íåãî ñ íèì ÷èñëà è âòîðîãî ñîñåäíåãî, çíà÷èò îíî òîæå ÷¼òíîå. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ

äàëåå ïî êðóãó, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà â êðóãå ÷¼òíûå, ÷òî íåâåðíî. �àññìîòðèì ÷èñ-

ëî 2n − 1. Ïî äîêàçàííîìó, îáà åãî ñîñåäà ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè è èõ ñóììà äåëèòñÿ íà

2n − 1, çíà÷èò ñóììà ðàâíà õîòÿ áû 4n − 2. Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà äâóõ îñòàâøèõñÿ

÷èñåë ðàâíà 2n + (2n − 2) = 4n − 2. Çíà÷èò ðÿäîì ñ 2n − 1 ñòîÿò ÷èñëà 2n è 2n − 2.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü îíè ñòîÿò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Òåïåðü è â äàëüíåéøåì ñèòóàöèÿ áóäåò ñëåäóþùåé: ïî êðóãó óæå ðàññòàâëåíû ÷èñëà

îò 2n äî k â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ãäå k > 1. Îäèí èç ñîñåäåé ÷èñëà k
� ýòî k + 1, à äðóãîé ñîñåä íå áîëüøå k − 1, òî åñòü ñóììà ñîñåäíèõ ÷èñåë áîëüøå k è

íå áîëüøå 2k, çíà÷èò îíà ðàâíà 2k. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùåå ÷èñëî çà k � ýòî k− 1.
Ñíîâà ïîëó÷èëè ñèòóàöèþ, îïèñàííóþ âûøå. Çíà÷èò ÷èñëà ñòîÿò ïî êðóãó îò 2n äî 1 â
ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ýòî îäèíàêîâûå âàðèàíòû)

è íèêàê áîëüøå.

Îòâåò. 1 âàðèàíò.

8.5. Íà äîñêå íàïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáûõ óæå íàïè-

ñàííûõ ÷èñåë a è b (â òîì ÷èñëå ñîâïàäàþùèõ) ðàçðåøàåòñÿ âûïèñàòü íà äîñêó ÷èñëà

a+ 2b, ab2 è a/b2. Âñåãäà ëè ïîëó÷èòñÿ (âîçìîæíî, â íåñêîëüêî äåéñòâèé):

à) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?
(2 áàëëà)

á) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

(2 áàëëà)

â) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ã) âûïèñàòü ÷èñëî 2, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ä) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå x, ÷òî åñëè íà äîñêå íàïèñàíî x, òî ïîëó÷èòñÿ âûïèñàòü
è ëþáîå äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî? (4 áàëëà)

�åøåíèå. Ñíà÷àëà ñäåëàåì îäíî ïðîñòîå

Íàáëþäåíèå. Åñëè íà äîñêó âûïèñàíî ÷èñëî x, òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî n ïîëó÷èòñÿ
âûïèñàòü nx.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïèñûâàòü ÷èñëà

x+ 2x = 3x, 3x+ 2x = 5x, . . . , (2k − 1)x+ 2x = (2k + 1)x,

ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ nx. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

à) Äà, ýòî âîçìîæíî. Îáîçíà÷èì èñõîäíîå ÷èñëî n. Ïî íàøåìó íàáëþäåíèþ âîç-

ìîæíî ïîëó÷èòü n2
, è ïîñëå ýòîãî èìååì ïðàâî âûïèñàòü n2/n2 = 1.

á) Äà. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî x = 2kn, ãäå k íàòóðàëüíîå è n íå÷¼òíîå.

Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê:
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I. Âûïèøåì nx;

II. Çàòåì (nx)/x2 = 1
2k
;

III. Çàòåì ïðèáàâëÿåì ê x ïî 2 · 1
2k

äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì x+ 1;

IV. Êàê èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà x+ 1 ïîëó÷èòü åäèíèöó, îïèñàíî â ðåøåíèè ïóíêòà à).

â) Äà, ýòî òîæå âîçìîæíî. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî

p

q
, ãäå ÷èñëà p è q

íàòóðàëüíûå è íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Â ÷àñòíîñòè, p è q íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
áûòü ÷¼òíûìè. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. ×èñëî q íå÷¼òíîå.

Òîãäà íàøå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàì âûïèñàòü öåëîå (è äàæå ÷¼òíîå) ÷èñëî

p

q
· q2 = pq, à êàê ïîëó÷èòü èç íåãî åäèíèöó, îïèñàíî â ðåøåíèè ïóíêòà á);

2. ×èñëî q ÷¼òíîå.

Çíà÷èò p � íå÷¼òíîå. Âûïèøåì

p

q
/
(

p

q

)2

= q

p
. Çàäà÷à ñâåäåíà ê ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ.

ã) Íåò, íå âñåãäà. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî 1. Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå

âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìû êîãäà-ëèáî âûïèøåì íà äîñêó, ïðåäñòàâèìû â âèäå îòíîøåíèÿ

äâóõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýòî òàê. Òåïåðü âîçüìåì êàêèå-

íèáóäü

m
n
è

p

q
, ãäåm,n, p, q íå÷¼òíûå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå òðè ÷èñëà m

n
·
(

p

q

)2

,

m
n
/
(

p

q

)2

è

m
n
+2 · p

q
= mq+2pn

nq
ñíîâà ïðåäñòàâèìû â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ íå÷¼òíûõ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èì ÷èñëî 2.
ä) Äà, íàïðèìåð, x = 2. Â ïóíêòå á) îïèñàíî, êàê èç ÷èñëà 2 ïîëó÷èòü åäèíèöó.

Âûïèøåì òàêæå 2/22 = 1
2
. Ïðèáàâèâ ê åäèíèöå 2 · 1

2
íóæíîå ÷èñëî ðàç, ìîæåì ïîëó-

÷èòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàêîíåö, åñëè ìû ïîëó÷èëè pq è q, òî äàëåå èìååì

ïðàâî âûïèñàòü pq/q2 = p

q
. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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9 êëàññ

9.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå 11, ó êîòîðîãî ñóììà ïåð-
âîé è ÷åòâ¼ðòîé öè�ð ðàâíà ñóììå âòîðîé è ïÿòîé öè�ð è ðàâíà ñóììå òðåòüåé è

øåñòîé öè�ð.

�åøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå ÷èñëî èìååò âèä 1000xy, ãäå x, y � íåêîòîðûå öè�ðû.

Òîãäà ïî óñëîâèþ ñóììà ïåðâîé è ÷åòâ¼ðòîé öè�ð ðàâíà 1, îòêóäà x = y = 1. Íî ÷èñëî
100011 íå êðàòíî 11. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ÷èñëî âèäà 1001xy. Òîãäà x = y = 2, à
÷èñëî 100122 äåëèòñÿ íà 11.

Îòâåò. 100122.

9.2. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BIC êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà îêðóæ-

íîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC.

�åøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî BI è CI � áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC.
Îáîçíà÷èì òî÷êîé O öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC. Èç óñëîâèÿ êà-
ñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠OBA = 90◦. Ïóñòü ∠IBA = ∠IB = β, òîãäà ∠OBC = 90◦ − 2β.
Òðåóãîëüíèê OBC � ðàâíîáåäðåííûé, à çíà÷èò ∠OCB = 90◦−2β è ∠BOC = 4β. Òðå-
óãîëüíèê BOI � ðàâíîáåäðåííûé è ∠OBA = 90◦−β, çíà÷èò ∠BOI = 2β. Òðåóãîëüíèê
COI � ðàâíîáåäðåííûé è ∠COI = ∠BOC − ∠BOI = 2β, çíà÷èò ∠OCI = 90◦ − β,
∠BCI = ∠OCI − ∠OCB = β è ∠ACI = ∠BCI = β. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠OCA = 90◦

è ïîýòîìó AC êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

9.3. Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà x, y è ïîïðîñèë âû-

÷èñëèòü äâà íîâûõ ÷èñëà: x + 1
y2

è y2 + 1
x
. Âàñÿ âñ¼ ïåðåïóòàë è ïîñ÷èòàë çíà÷åíèÿ

âûðàæåíèé x2 + 1
y
è y + 1

x2 . Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü òåìè æå, òîëüêî

â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà.

�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6= y. Ïî óñëîâèþ èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

x+ 1
y2

= y + 1
x2 ,

y2 + 1
x
= x2 + 1

y
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïåðåïèøåì â âèäå (x− y)(x+ y) = x2− y2 = 1
x
− 1

y
= y−x

xy
.

Òàê êàê x 6= y, ïîëó÷èì x+ y = − 1
xy
.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïåðåïèøåì â âèäå x − y = 1
x2 − 1

y2
= (y−x)(y+x)

x2y2
. Òàê êàê

x 6= y, ïîëó÷èì x+ y = −x2y2.
Â èòîãå

1
xy

= x2y2, òî åñòü xy = 1. Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå x+ 1
x
= −1, êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî x = y.
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9.4. Äàíû íàáîð S = {1, 2, 3, . . . , 2022} è íàáîð A = {a1, a2, a3, . . . , a2022}, ÿâëÿþùèé-
ñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàáîðà S. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 6 n,m 6 2022 âûðàæåíèå

an + am äåëèòñÿ íàöåëî íà ÍÎÄ(n;m). Íàéäèòå ÷èñëî âîçìîæíûõ íàáîðîâ A.

�åøåíèå. Ïóñòü n è m ðàâíû è ðàâíû íåêîòîðîìó íå÷¼òíîìó ÷èñëó. Òîãäà

2an
.

.

. ÍÎÄ(n;n) = n, à çíà÷èò an
.

.

.n. Ïðè n > 1013 ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè

an = n ïðè n = {1013, 1015, . . . , 2021}. Ïóñòü n è m � ÷¼òíûå. Òîãäà an è am äîëæíû

áûòü îäíîé ÷¼òíîñòè, à çíà÷èò âñå ÷èñëà a2, a4, . . . , a2022 îäíîé ÷¼òíîñòè, à âñå ÷èñëà

a1, a3, . . . , a2021 � äðóãîé ÷¼òíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óæå äîêàçàíî, ÷òî a2021 � íå÷¼òíîå,

ïîýòîìó ÷èñëà a1, a3, . . . , a2021 � íå÷¼òíûå, à ÷èñëà a2, a4, . . . , a2022 � ÷¼òíûå. Âîçüì¼ì

ìàêñèìàëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ak åù¼ íå îïðåäåëåíî. Ïî äîêàçàííîìó

ðàíåå ak
.

.

. k, è âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà, áîëüøèå k, óæå îïðåäåëåíû, çíà÷èò ak = k. Ïðîäîë-
æàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì ak = k ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ k. Òåïåðü îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ
÷èñåë a2, a4, . . . , a2022, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íàáîðîì ÷èñåë 2, 4, . . . , 2022. Ïóñòü a2n = 2bn

è a2m = 2bm, ãäå 1 6 n, m, bn, bm 6 1011. Òîãäà a2n + a2m = 2(bn + bm)
.

.

. ÍÎÄ(2n; 2m) =

2ÍÎÄ(n;m). Çíà÷èò äëÿ ëþáûõ 1 6 n, m, bn, bm 6 1011 âûïîëíåíî bn+bm
.

.

. ÍÎÄ(n;m).
Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê àíàëîãè÷íîé, íî äëÿ íàáîðà ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , 1011}. Ïîâòîðèì àíà-

ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî bk = k äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ k, çíà÷èò a2k = 2k
äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ k. Òåïåðü îñòàëîñü îïðåäåëèòü ÷èñëà ak ñ èíäåêñàìè, êðàòíûìè ÷å-
òûð¼ì. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ ìíîãîêðàòíî, ìû äîéä¼ì äî ñèòóàöèè, êîãäà îñòàëñÿ íàáîð

÷èñåë {1, 2}, à ñîîòâåòñòâóåò îí ÷èñëàì 2p è 2p−1
òàêèì, ÷òî 2p 6 2022 < 2p+1

, òî åñòü

÷èñëàì a512 è a1024.
Ñëó÷àé 1. a512 = 512, a1024 = 1024. Â òàêîì ñëó÷àå an = n ïðè âñåõ 1 6 n 6 2022.

Óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê åñëè ÍÎÄ(n;m) = d, òî n = dx, m = dy è

an + am = n +m = d(x+ y)
.

.

. ÍÎÄ(n;m) = d.
Ñëó÷àé 2. a512 = 1024, a1024 = 512. Äëÿ âñåõ ïàð n, m, íå ðàâíûõ 512 è 1024 è

ïðè n = 512, m = 1024 óñëîâèå ïðîâåðåíî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Âî âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ëèáî an +512 = n+512
.

.

. ÍÎÄ(n; 1024), ÷òî âåðíî, òàê êàê ÍÎÄ(n; 1024) 6 512,

ëèáî an + 1024 = n+ 1024
.

.

. ÍÎÄ(n; 512), ÷òî âåðíî, òàê êàê 1024 êðàòíî 512.
Îáà íàáîðà ÷èñåë ïîäõîäÿò.

Îòâåò. Äâà íàáîðà.

9.5. Çàáîð Òîìà Ñîéåðà ñîñòîèò èç n äîñîê. Áåí �îäæåðñ è Áèëëè Ôèøåð ïî î÷å-

ðåäè êðàñÿò ïî îäíîé äîñêå, ïðè÷¼ì Áåí êðàñèò â êðàñíûé öâåò, à Áèëëè � â ñèíèé.

Íà÷èíàåò Áåí. Åñëè êòî-òî èç ìàëü÷èêîâ ïîêðàñèò äâå ñîñåäíèå äîñêè, òî íåìåä-

ëåííî áóäåò âûãíàí êóïàòüñÿ, à îñòàâøèéñÿ ïîëó÷èò ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà; åñëè æå

çàáîð ïîëíîñòüþ îêðàøåí, à òàêîé ñèòóàöèè òàê è íå ñëó÷èëîñü, Òîì îñòàâëÿåò

ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà ñåáå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 2022, òî Áèëëè Ôèøåð ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè

îòïðàâèòüñÿ êóïàòüñÿ. (3 áàëëà)

Èìååò ëè êòî-òî èç ìàëü÷èøåê ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò åìó ãàðàíòèðî-

âàííî ïîëó÷èòü ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà, åñëè:
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á) n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10; (5 áàëëîâ)

â) n � ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10? (6 áàëëîâ)

�åøåíèå. Çàíóìåðóåì äîñêè çàáîðà îò 1 äî n â ïîðÿäêå îò îäíîãî êðàÿ çàáîðà äî

äðóãîãî.

à) Áèëëè äîñòàòî÷íî êàæäûé ðàç êðàñèòü äîñêó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ïîêðàøåííîé

Áåíîì (ò.å. åñëè Áåí êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì k, òî Áèëëè � äîñêó ñ íîìåðîì n+1−k).
á) Ïîêàæåì, ÷òî òàêóþ ñòðàòåãèþ èìååò Áèëëè. ×àñòè÷íóþ ðàñêðàñêó çàáîðà áóäåì

íàçûâàòü õîðîøåé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ïîêðàøåíî ÷åòíîå ÷èñëî äîñîê (òàêèì îáðàçîì, î÷åðåäü êðàñèòü ïðèíàäëåæèò

Áåíó);

• êðàñíûå è ñèíèå äîñêè ÷åðåäóþòñÿ;

• îäíà èç êðàéíèõ äîñîê çàáîðà ñèíÿÿ;

• íèêàêèå äâå ñîñåäíèå äîñêè íå ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

Ïîêàæåì, ÷òî Áèëëè ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òî ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà ðàñêðàñêà

áóäåò õîðîøåé (÷òî, â ÷àñòíîñòè, çíà÷èò, ÷òî Áèëëè íå âûãîíÿò êóïàòüñÿ).

Êàêóþ áû äîñêó íå ïîêðàñèë Áåí â ñàìîì íà÷àëå, Áèëëè â îòâåò ïîêðàñèò îäíó èç

êðàéíèõ äîñîê çàáîðà. Î÷åâèäíî, òàêàÿ ðàñêðàñêà õîðîøàÿ.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè (â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè) ðàñêðàñêà çàáîðà õîðîøàÿ,

òî â ðåçóëüòàòå õîäà Áåíà îáðàçóåòñÿ äâå êðàñíûå äîñêè, ìåæäó êîòîðûìè íåò ñèíèõ.

Åñëè ýòè äâå äîñêè ñîñåäíèå, Áèëëè ïîáåäèë, à èíà÷å Áèëëè ìîæåò ïîêðàñèòü ëþáóþ

äîñêó ìåæäó íèìè è ñíîâà ïîëó÷èòü õîðîøóþ ðàñêðàñêó.

Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèíåñåò Áèëëè ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà. Îò ïðî-

òèâíîãî: ïóñòü çàáîð ïîêðàøåí ïîëíîñòüþ è ñåðåäèíêà îò ÿáëîêà îñòàëàñü ó Òîìà, òî

åñòü íèêàêèå äâå ñîñåäíèå äîñêè íå îêðàøåíû â îäèí öâåò. Çíà÷èò, öâåòà äîñîê ÷åðå-

äóþòñÿ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. ×èñëî n íå÷åòíîå, çíà÷èò, Áåí ïîêðàñèë íà îäíó äîñêó

áîëüøå, íî â òàêîì ñëó÷àå îáå êðàéíèå äîñêè äîëæíû áûòü êðàñíûå. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n > 1.
â) Ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà ïîëó÷àåò Áèëëè.

Íàáëþäåíèå. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò èãðû ïîëó÷èëàñü õîðîøàÿ ðàñêðàñêà, êîòî-

ðóþ íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü äî øàõìàòíîé. Òîãäà Áèëëè ìîæåò ïðîäîëæèòü èãðàòü

ïî ñòðàòåãèè, îïèñàííîé â ïóíêòå á), è ïîáåäèòü.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûì ñâîèì õîäîì Áåí ïîêðàñèë äîñêó ñ íîìåðîì k,
îòëè÷íóþ îò äâóõ êðàéíèõ. Òîãäà åñëè k ÷åòíîå, òî Áèëëè êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì n,
à åñëè íå÷åòíîå, òî ñ íîìåðîì 1. Ïîëó÷èëàñü õîðîøàÿ ðàñêðàñêà, êîòîðóþ íåâîçìîæíî

ïðîäîëæèòü äî øàõìàòíîé. Çíà÷èò, ïî íàøåìó íàáëþäåíèþ Áèëëè ïîáåæäàåò.

Òåïåðü ïóñòü Áåí ñâîèì ïåðâûì õîäîì ïîêðàñèë îäíó èç êðàéíèõ äîñîê � áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, äîñêó íîìåð 1. Áèëëè â îòâåò êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì n. Äàëåå
ñíîâà âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ:
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1. Áåí êðàñèò ëþáóþ äîñêó, êðîìå òðåòüåé. Òîãäà Áèëëè ñàì êðàñèò òðåòüþ äîñêó

è, ñîãëàñíî íàøåìó íàáëþäåíèþ, âûèãðûâàåò;

2. Áåí êðàñèò äîñêó íîìåð 3. Òîãäà Áèëëè êðàñèò ïÿòóþ. Áåí ñâîèì õîäîì âûíóæäåí

ïîêðàñèòü êàêóþ-òî äîñêó ìåæäó ïÿòîé è n-é, à Áèëëè â îòâåò êðàñèò äîñêó íîìåð
2. Ìû îïÿòü ïîëó÷èëè õîðîøóþ ðàñêðàñêó, íå ïðîäîëæàþùóþñÿ äî øàõìàòíîé,

è Áèëëè ñíîâà ïîáåæäàåò.

Òàêèì îáðàçîì, Áèëëè âûèãðûâàåò ïðè ëþáûõ äåéñòâèÿõ Áåíà.

Îòìåòèì, ÷òî íàøà ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò äëÿ âñåõ ÷¼òíûõ n > 8. Îñòàâøèåñÿ íåðàçî-
áðàííûìè ñëó÷àè n = 1, 2, 4, 6 ìû îñòàâëÿåì çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ.
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10 êëàññ

10.1. ×èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì x3 > y2 è y3 > x2
. Äîêàæèòå,

÷òî x+ y > 2.

�åøåíèå. ×èñëà x è y ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê êóá êàæäîãî èç íèõ áîëüøå íåîòðè-
öàòåëüíîãî ÷èñëà � êâàäðàòà äðóãîé ïåðåìåííîé. Çíà÷èò, ìîæíî ïåðåìíîæèòü ëåâûå

è ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ. Ïîëó÷èì

x3y3 > x2y2 ⇔ xy > 1⇔ y >
1

x
.

Òîãäà

x+ y > x+
1

x
=

(

√
x−

√

1

x

)2

+ 2 > 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10.2. �àññêàçûâàÿ îá îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ïî øàõìàòàì (êàæäûé ó÷àñòíèê ñûã-

ðàë ñ êàæäûì ïî îäíîé ïàðòèè), êîììåíòàòîð ñêàçàë ñëåäóþùåå: ¾Â òóðíèðå ó÷àñò-

âîâàëè 15 ÷åëîâåê; ïîáåäèòåëü òóðíèðà íàáðàë âäâîå áîëüøå î÷êîâ, ÷åì ó÷àñòíèê,

çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî. Îñòàëüíûå 13 ó÷àñòíèêîâ íàáðàëè îäíî è òîæå ïðîìå-

æóòî÷íîå (ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì) êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïîäåëèâ, òàêèì îáðàçîì,

ìåñòà ñ 2-ãî ïî 14-å.¿ Äîêàæèòå, ÷òî êîììåíòàòîð õîòü ðàç, äà îøèáñÿ. (Â øàõ-

ìàòíîé ïàðòèè ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò îäíî î÷êî, ïðîèãðàâøèé � íîëü î÷êîâ, à â ñëó÷àå

íè÷üåé îáà ó÷àñòíèêà ïîëó÷àþò ïî ïîë-î÷êà.)

�åøåíèå. Âñåãî â òóðíèðå áûëî ïðîâåäåíî

15·14
2

= 105 ïàðòèé; ñëåäîâàòåëüíî,

ó÷àñòíèêè íàáðàëè â ñóììå 105 î÷êîâ ðîâíî. Ïóñòü çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî íà-

áðàë x î÷êîâ, òîãäà ïîáåäèòåëü íàáðàë 2x î÷êîâ. Ïóñòü òàêæå êàæäûé èç îñòàëüíûõ

13 ó÷àñòíèêîâ íàáðàë y î÷êîâ (×èñëà x è y � öåëûå èëè ïîëóöåëûå, òî åñòü ýòî äðîáè,

çíàìåíàòåëè êîòîðûõ 1 èëè 2; ïî óñëîâèþ x < y < 2x). Èìååì ðàâåíñòâî

x+ 2x+ 13y = 105.

Òåïåðü, åñëè y = 7, òî 3x = 14, îòêóäà x � íå ïîëóöåëîå. Åñëè y > 7, 5, òî 3x 6 6, 5,
îòêóäà 2x < 6, 5 < y � ïðîòèâîðå÷èå. Íàêîíåö, åñëè y 6 6, 5, òî 3x > 20, 5, x > 6, 5 > y
� ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

10.3. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD íà áîëüøåé áîêîâîé ñòîðîíå CD íàøëàñü

òàêàÿ òî÷êà T , ÷òî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè CT è TD êàñàþòñÿ áîêîâîé ñòîðî-

íû AB êàæäàÿ. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíû AB îêðóæíîñòÿìè êàê X è Y .
Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî AY = BX? Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Ïóñòü M � öåíòð îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì CT , N � ñ äèàìåòðîì DT .
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Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 10.3

Òîãäà MC = MT = MX è ND = NT = NY .
Êðîìå òîãî MX ⊥ AB è NY ⊥ AB, êàê ðàäè-

óñû, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è

ïðÿìîé. Îïóñòèì èç òî÷êè T ïåðïåíäèêóëÿð íà

AB, îòðåçîê TK. ÒîãäàMX � ñðåäíÿÿ ëèíÿÿ òðà-

ïåöèè KBCT , ïîýòîìó KX = XB. Àíàëîãè÷íî
KY = Y A.

Åñëè AY = BX , òî Y K = KX , îòðåçîê KT
� ñðåäíÿÿ ëèíÿÿ òðàïåöèè Y XMN è MT = TN .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè ðàâíû, (à òî÷êà T
� ñåðåäèíà ñòîðîíû CD). Íî òîãäà AB ‖ CD, ÷òî
íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ òðàïåöèè.

Îòâåò. Íå ìîæåò.

10.4. Êâàäðàò 7 × 7 ðàçðåçàëè áåç îñòàòêà (ïî ëèíèÿì ñåòêè) íà òð¼õêëåòî÷-

íûå óãîëêè è ìàëåíüêèå êâàäðàòû ðàçìåðà 2× 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìàëåíüêèé êâàäðàò

ïîëó÷èëñÿ ðîâíî îäèí.

�åøåíèå. �àñêðàñèì êëåòêè êâàäðàòà â 4 öâåòà (ñì. ðèñóíîê).

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 10.4

Çàìåòèì, ÷òî äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà íå ìîãóò ïîïàñòü íè

â êàêóþ îäíó �èãóðó, íà êîòîðûå êâàäðàò ðàçðåçàí. Òîãäà,

ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü 16 êðàñíûõ êëåòîê, îáùåå ÷èñëî óãîë-

êîâ è êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2 íå ìåíåå 16. Ïóñòü êâàäðàòîâ

x, à óãîëêîâ y. Òîãäà x+y > 16 è 3x+3y > 48. Èç ïîäñ÷¼òà
êîëè÷åñòâà êëåòîê ñëåäóåò ðàâåíñòâî 4x+ 3y = 49, îòêóäà
3x+3y = 49−x. Çíà÷èò, 49−x > 48 è x 6 1. Åù¼ çàìåòèì,
÷òî x 6= 0, òàê êàê 49 íà 3 íàöåëî íå äåëèòñÿ.

10.5. Â ñêà÷êàõ ó÷àñòâîâàëè òðè ëîøàäè. Â áóêìåêåðñêîé êîíòîðå ïðèíèìàþò

ñòàâêè èç ðàñ÷¼òà: íà ïîáåäó ïåðâîé ëîøàäè 4 : 1 (ò. å., åñëè ïåðâàÿ ëîøàäü ïî-

áåæäàåò, òî èãðîêó âîçâðàùàþò ïîñòàâëåííûå íà íåå äåíüãè è åùå â ÷åòûðå ðàçà

áîëüøå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èãðîê òåðÿåò âñå ïîñòàâëåííûå äåíüãè), íà ïîáåäó âòî-

ðîé � 3 : 1, íà ïîáåäó òðåòüåé � 1 : 1. Êàæäàÿ ñòàâêà âûðàæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì

öåëûì ÷èñëîì çîëîòûõ.

a) Áóðàòèíî ñîáèðàåòñÿ ïîñòàâèòü íà âñåõ òð¼õ ëîøàäåé, íî òàê, ÷òîáû âíå

çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ñêà÷åê ïîëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì

ïîñòàâèë. Ïîäñêàæèòå Áóðàòèíî ñêîëüêî çîëîòûõ íà êàêóþ ëîøàäü ïîñòàâèòü, åñëè

îáùàÿ ñóììà ïîñòàâëåííûõ äåíåã ðàâíà 50 çîëîòûì. (3 áàëëà)

á) Ïüåðî æåëàåò ïîñòàâèòü â ñóììå ðîâíî 25 çîëîòûõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãàðàí-

òèðîâàííî õîòÿ áû íà 1 çîëîòîé áîëüøå. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? (2 áàëëà)
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â) Ïàïà Êàðëî íàìåðåí ñäåëàòü òàêèå ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü

íà 5 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì îí ïîñòàâèë. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó äåíåã äëÿ ýòîãî

îí äîëæåí èìåòü? (5 áàëëîâ)

ã) Êàðàáàñ-Áàðàáàñ õî÷åò òàê ñäåëàòü ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü

äåíåã õîòÿ áû íà 6% áîëüøå, ÷åì ïîñòàâëåíî. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? Äåíåã ó

Êàðàáàñà-Áàðàáàñà êóðû íå êëþþò. (4 áàëëà)

�åøåíèå. a) Åñëè Áóðàòèíî ïîñòàâèò 11 çîëîòûõ íà ïåðâóþ ëîøàäü, 13 � íà âòî-

ðóþ è 26 íà òðåòüþ, òî îí âñåãäà ïîëó÷èò ìèìèìóì íà 2 çîëîòûõ áîëüøå. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ïîáåæäèò ïåðâàÿ ëîøàäü, îí ïîëó÷èò 55 çîëîòûõ (11 � âîçâðàò ñòàâêè

è 44 âûèãðûø), åñëè âòîðàÿ � 52 çîëîòûõ (èç íèõ 13 � ýòî âîçâðàò ñòàâêè), à åñëè

òðåòüÿ � 52 çîëîòûõ (26 � âîçâðàò ñòàâêè).

Ìîæíî äîêàçàòü, ðàññóæäàÿ, íàïðèìåð, êàê â ñëåäóþùåì ïóíêòå, ÷òî òàêîå ðàçìå-

ùåíèå äåíåã Áóðàòèíî ñòðîãî åäèíñòâåííî.

á) ×òîáû ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü, Ïüåðî äîëæåí íà êàæäóþ ëîøàäü ñòàâèòü

ñòîëüêî, ÷òîáû ïîëó÷åííûå çà âûèãðûø äåíüãè (âìåñòå ñ âîçâðàòîì ñòàâêè) ïðåâçîøëè

25 çîëîòûõ. Çíà÷èò, íà ïåðâóþ ëîøàäü îí îáÿçàí ñòàâèòü áîëüøå 25 : 5 = 5 çîëîòûõ, íà
âòîðóþ � áîëüøå 25 : 4 = 6, 25 è íà òðåòüþ � áîëüøå 25 : 2 = 12, 5. Òàê êàê âñå ñòàâêè
öåëî÷èñëåíû, îí äîëæåí ïîñòàâèòü â ñóììå 6+7+13 = 26 > 25, ïîýòîìó ãàðàíòèðîâàòü
ñåáå õîòü êàêîé-òî âûèãðûø îí íå ñìîæåò.

â) Ïóñòü Ïàïà Êàðëî ïîñòàâèë âñåãî S çîëîòûõ, èç êîòîðûõ x íà ïåðâóþ ëîøàäü, y �
íà âòîðóþ è z � íà òðåòüþ (x+y+z = S). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðàëà ïåðâàÿ ëîøàäü.
Òîãäà Ïàïà Êàðëî ïîëó÷èò x + 4x = 5x, è åìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà âåëè÷èíà áûëà

áîëüøå, ÷åì S õîòÿ áû íà 5. Èìååì íåðàâåíñòâî 5x > S + 5, òî åñòü x > S
5
+ 1. Òåïåðü

ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðàëà âòîðàÿ ëîøàäü; àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê

íåðàâåíñòâó y > S
4
+1, 25. Íàêîíåö, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûèãðàåò òðåòüÿ ëîøàäü, ïðèä¼ì

ê íåðàâåíñòâó z > S
2
+2, 5. Ñëîæèâ âñå òðè ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì x+y+z >

19S
20

+ 4, 75. Òàê êàê x+ y+ z = S, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ S > 95.
Ïðèìåð, êîãäà S = 95, ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè âñå íåðà-

âåíñòâà çàìåíèì ðàâåíñòâàìè. Òîãäà x = 20, y = 25 è z = 50. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè
ëþáîì èñõîäå ñêà÷åê Ïàïà Êàðëî âûèãðàåò ñâîè 5 çîëîòûõ.

ã) �àññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïóñòü Êàðàáàñ-

Áàðàáàñ ïîñòàâèë S çîëîòûõ, èç êîòîðûõ x íà ïåðâóþ ëîøàäü, y � íà âòîðóþ è z � íà

òðåòüþ. Äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî 6% âûèãðûøà íåîáõîäèìî íà êàæäóþ ëîøàäü ïîñòàâèòü

ñòîëüêî, ÷òîáû ïîëó÷åííûå çà å¼ âûèãðûø äåíüãè (âìåñòå ñ âîçâðàòîì ïîñòàâëåííûõ)

áûëè íå ìåíåå, ÷åì 1, 06S. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 5x >

1, 06S, 4y > 1, 06S è 2z > 1, 06S. Óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà 4, âòîðîå � íà 5,

òðåòüå � íà 10 è ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè âñåõ òð¼õ íåðàâåíñòâ. Ïîëó÷èì 20(x+
y+z) > 1, 06S(4+5+10), îòêóäà (ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî x+y+z = S), ïîëó÷èì íåâîçìîæíîå

íåðàâåíñòâî 20 > 20, 14. Çíà÷èò, 6% âûèãðûøà ãàðàíòèðîâàòü íåâîçìîæíî.

27



11 êëàññ

11.1. �åøèòå óðàâíåíèå

x4 + 2x
√
x− 1 + 3x2 − 8x+ 4 = 0.

�åøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî x = 1 � êîðåíü. Äåéñòâèòåëüíî,

14 + 2
√
1− 1 + 3 · 12 − 8 + 4 = 1 + 3− 8 + 4 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ êîðíåé íåò. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà ëèøü

ïðè x > 1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x > 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü âåðíûìè â ýòîì

ñëó÷àå íåðàâåíñòâàìè x4 > x2
, x
√
x− 1 > 0 è (x − 1)2 > 0, ïîëó÷àåì äëÿ ëåâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâî

x4 + 2x
√
x− 1 + 3x2 − 8x+ 4 > 4x2 − 8x+ 4 = 4(x− 1)2 > 0,

âûïîëíåííîå ïðè âñåõ x > 1. Èòàê, ïðè x > 1 êîðíåé íåò.

Îòâåò. x = 1.

11.2. Äàí òåòðàýäð. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ ëè ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå ïëîñ-

êîñòè, ïðîõîäÿùèå êàæäàÿ ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó òåòðàýäðà òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè ïëîñêîñòÿìè áûëè îäèíàêîâûìè?

�åøåíèå. Ïóñòü äàí òåòðàýäð ABCD. Îòìåòèì íà ðåáðå AD äâå òî÷êè K,L òàê,

÷òîáû AK : KL : LD = 1 : 1 : 1. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçêè KB è CL íå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé

ïðÿìîé. Òîãäà ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç âåðøèíû A,K, L,D ïëîñêîñòè αA, αB, αC , αD ïà-

ðàëëåëüíî KB è CL. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñîñåäíèå ñðåäè ýòèõ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé

íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîáîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ αB, αC áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç K,L ñîîòâåòñòâåííî.

Îïóñòèì èç D íà ïëîñêîñòü αA ïåðïåíäèêóëÿð AH . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôàëåñà ê AD è

AH , ïîëó÷èì ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð AH äåëèòñÿ ïëîñêîñòÿìè αB, αC â îòíîøåíèè AK :
KL : LD = 1 : 1 : 1. Ïîñêîëüêó ïåðïåíäèêóëÿð îáùèé êî âñåì ïëîñêîñòÿì, òî âñ¼

ïîêàçàíî.

Îòâåò. Ìîæíî.

11.3. Äàíû ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p, q, r. Ïðîèçâåäåíèå pqr íàöåëî äåëèòñÿ íà
p+ q + r. Äîêàæèòå, ÷òî (p− 1)(q − 1)(r− 1) + 1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.

�åøåíèå. Äåëèòåëè ÷èñëà pqr � ñóòü ÷èñëà 1, p, q, r, pr, pq, qr è pqr. ×èñëî p +
q + r áîëüøå ïåðâûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ è ìåíüøå ïîñëåäíåãî, òî åñòü îíî îäíî èç ÷èñåë

pr, pq, qr. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè p+ q + r = pq, òî åñòü −p− q + pq = r. Òîãäà

(p− 1)(q − 1) = pq − p− q + 1 = r + 1
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è

(p− 1)(q − 1)(r − 1) + 1 = (r + 1)(r − 1) + 1 = r2.

11.4. Íþøà èìååò 2022 ìîíåòû, à Áàðàø � 2023. Íþøà è Áàðàø áðîñàþò âñå

ñâîè ìîíåòû îäíîâðåìåííî è ñ÷èòàþò ñêîëüêî îðëîâ âûïàëî ó êàæäîãî. Âûèãðûâàåò

òîò èç íèõ, ó êîãî îêàæåòñÿ îðëîâ áîëüøå, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûèãðûâàåò Íþøà.

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûèãðûâàåò Íþøà?

�åøåíèå. Ïóñòü Áàðàø ïîêà çàáûë ïðî ïîñëåäíþþ ñâîþ ìîíåòó. Åñëè ó Áàðàøà

áîëüøå � îí óæå âûèãðàë, åñëè ó Íþøè áîëüøå � óæå ïðîèãðàë, øàíñû ýòèõ âàðèàíòîâ

îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó ìîíåò ó íèõ îäèíàêîâî. Åñëè æå ñëó÷èëàñü íè÷üÿ, òî èñõîä

ðåøèò çàáûòàÿ ìîíåòà, ãäå ñíîâà øàíñû êàæäîãî � 50 : 50. Èòàê, èõ øàíñû ðàâíû,

âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà Íþøè ðàâíà 0, 5.
Îòâåò. 0, 5.

11.5. Êðîø, óçíàâ êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − x − 1 = 0, èçîáðåë ¾çîëîòóþ ñèñòåìó

ñ÷èñëåíèÿ Êðîøà¿, ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì ϕ = 1+
√
5

2
. Ëîñÿø îòìåòèë, ÷òî

�àêòè÷åñêè Êðîø íàõîäèò ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íà ñóììû êàêèõ-òî

ðàçëè÷íûõ öåëûõ ñòåïåíåé ÷èñëà ϕ. Íàïðèìåð, â ýòîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàïèñü 11, 1
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó

1 +
√
5 = ϕ1 + ϕ0 + ϕ−1.

Ëîñÿø òàêæå çàÿâèë, ÷òî åñëè ÷èñëî èìååò ðàçëîæåíèå, òî ó íåãî èõ áåñêîíå÷íî

ìíîãî è âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü ðàçëîæåíèåì, â êîòîðîì íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòå-

ïåíåé ϕ; ñàìî æå ðàçëîæåíèå åñòü ó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

m+n
√
5

2
, ãäå m,n �

öåëûå è îäíîé ÷åòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî Ëîñÿø ïðàâ, äëÿ ÷åãî:

à) Íàéäèòå õîòÿ áû ïÿòü ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà 1. (2 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü â òàêóþ ñóììó, òî ìîæíî è â

ñóììó, â êîòîðîé íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòåïåíåé ϕ. (2 áàëëà)

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ðàçëîæèìî, òî è a+ 1 ðàçëîæèìî. (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ðàçëîæèìûõ ÷èñåë òàêæå ðàçëîæèìû.

(2 áàëëà)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàêèõ-òî öåëûõ m,n îäíîé ÷åòíîñòè ÷èñëî

m+n
√
5

2

ïîëîæèòåëüíî, òî ýòî ÷èñëî ðàçëîæèìî. (5 áàëëîâ)

�åøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî ϕ, êàê êîðåíü ϕ2 − ϕ − 1 = 0, äàåò 1 = ϕ−1 + ϕ−2 =
0.11ϕ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âîñïîëüçîâàâøèñü ϕ−k = ϕ−k−1 + ϕ−k−2

äëÿ âñåõ k, ïîëó÷àåì
1 = 1, 0ϕ = 0, 11ϕ = 0, 1011ϕ = 0, 101011ϕ = 0, 10101011ϕ = . . ., òî åñòü äëÿ âñåõ

íàòóðàëüíûõ k,
1 = ϕ−1 + ϕ−3 + . . .+ ϕ−2k+1 + ϕ−2k.

Âûáîð ïÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàâíî êàê ïîäñòàíîâêó èõ â �îðìóëó âûøå,

ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
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á) Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü íàøëîñü ðàçëîæèìîå ÷èñëî a, ëþáîå ðàçëîæåíèå êîòî-

ðîãî ñîäåðæèò ñîñåäíèå ñòåïåíè. Ñðåäè âñåõ ðàçëîæåíèé âîçüìåì òî, ÷òî ñ íàèìåíü-

øèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Ñðåäè åãî ñëàãàåìûõ åñòü ñîñåäíèå ñòåïåíè ϕk
, ϕk−1

, âûáå-

ðåì òàêîå k íàèáîëüøåå. Òîãäà ñëàãàåìîãî ϕk+1
â ýòîì ðàçëîæåíèè íåò. Ïîñêîëüêó

ϕk+1 = ϕk−1ϕ2 = ϕk−1(ϕ + 1) = ϕk + ϕk−1
, òî, çàìåíÿÿ ϕk + ϕk−1

íà ϕk+1
, ïîëó÷èì èç

èñõîäíîãî ðàçëîæåíèå a, ñòðîêà êîòîðîãî ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ðàçëîæåíèÿ. Çíà÷èò âñåãäà íàéäåòñÿ ðàçëîæåíèå áåç ñîñåäíèõ

ñòåïåíåé.

â) ×èñëî a ðàçëîæèìî, âûáåðåì åãî ðàçëîæåíèå áåç ñîñåäíèõ ñòåïåíåé. Ïóñòü k
� íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñëàãàåìîãî ϕ−2k

â ðàçëîæåíèè

íåò. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, òàêîå íàéä¼òñÿ. Åñëè k = 0, òî, äîáàâèâ ϕ0

â ñóììó, ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ó a+ 1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ0
óæå åñòü. Â

ðàçëîæåíèè a åùå åñòü ñëàãàåìûå ϕ−2, . . . , ϕ−2k+2
, à çíà÷èò íåò ϕ−1, ϕ−3, . . . , ϕ−2k+1

. Ïî

âûáîðó k òàì íåò è ϕ−2k
. Ïîñêîëüêó ϕ−1 + ϕ−3 + . . . + ϕ−2k+1 + ϕ−2k = 1, òî äîáàâëÿÿ

ýòè ñëàãàåìûå â èñõîäíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå a+ 1.
ã) Åñëè äîáàâëåíèå åäèíèöû ñîõðàíÿåò ðàçëîæèìîñòü, òî è äîáàâëåíèå ϕk

(ïðè

ëþáîì öåëîì k). Íó òî æå èìåååò ìåñòî ïðè ñëîæåíèè ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì

öåëûõ ñòåïåíåé ϕ, òî åñòü ñ ëþáûì ðàçëîæèìûì ÷èñëîì.

Ïðåäñòàâèì äâà ðàçëîæèìûõ ÷èñëà a1, a2 â âèäå ñóììû ñòåïåíåé ϕ (r1 è r2 ñòåïåíåé
ϕ ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñëå èõ ïåðåìíîæåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñóììó r1r2 ñòåïåíåé ϕ. Êàæäàÿ
ñòåïåíü ðàçëîæèìà, çíà÷èò è ñóììà ýòèõ r1r2 ÷èñåë òàêæå ðàçëîæèìà. Íî ýòà ñóììà è
ÿâëÿëàñü ïðîèçâåäåíèåì a1a2.

ä) Ëåììà. Åñëè ðàçëîæèìî a > 1, òî ðàçëîæèìî è a− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �àññìîòðèì ðàçëîæåíèå a áåç ñîñåäíèõ ñòåïåíåé. Ïóñòü åãî

ñòàðøàÿ ñòåïåíü ðàâíà k. Ñëó÷àé k = 0 î÷åâèäåí. Ñëó÷àé k < 0 íåâîçìîæåí â ñèëó

1 < a < ϕ−k(1 + . . .+ ϕ−2r + . . .) = ϕ−k

1−ϕ−2 6 1. Èòàê, k > 0.

Îòìåòèì, ÷òî a − ϕk
ðàçëîæèìî, ïðè÷åì a − 1 = a − ϕk + ϕk(1 − ϕ−k). Ïîñêîëüêó

ñóììà ðàçëîæèìûõ ðàçëîæèìà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàçëîæèìîñòü 1 − ϕ−k
. Cðåäè

ðàçëîæåíèé åäèíèöû íàéäåòñÿ è èìåþùåå ñëàãàåìîå ϕ−k
. Òîãäà 1−ϕ−k

, à ñëåäîì ϕk−1
è a− 1 ðàçëîæèìû. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû, åñëè íåðàçëîæèìî a, òî è a+ ϕ = ϕ(aϕ−1 + 1). Åñëè áû íàøëîñü íåðàç-

ëîæèìîå ÷èñëî a = m+n
√
5

2
ñ öåëûìè m,n îäíîé ÷åòíîñòè, òî, äîáàâëÿÿ ϕ = 1+

√
5

2

íåñêîëüêî ðàç, íàøëè áû è íåðàçëîæèìîå m′ + n′
√
5 ñ íàòóðàëüíûìè m′, n′

. Íî ýòî

÷èñëî âñåãäà ðàçëîæèìî êàê ñóììà ñëàãàåìûõ 1 è
√
5. Çíà÷èò è èñõîäíîãî ÷èñëà a íå

ñóùåñòâóåò.
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