
XII ÂÓÇÎÂÑÊÎ�ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ïî ìàòåìàòèêå

5�6 êëàññ

1. Èìååòñÿ 8 öèôð: 1,1,2,2,3,3,4,4. Ìîæíî ëè èõ ðàññòàâèòü â ñòðîêó òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ìåæäó åäèíèöàìè áûëà ðîâíî îäíà öèôðà, ìåæäó äâîéêàìè � äâå öèôðû, ìåæäó
òðîéêàìè � òðè öèôðû, ìåæäó ÷åòâ¼ðêàìè � ÷åòûðå öèôðû? Îòâåò îáîñíîâàòü.

2. Áðèãàäà ìåòðîñòðîåâöåâ âûðûëà òîííåëü ìåòðî çà 36 äíåé. Äîøêîëüíèê Ìèøà,
ñàìîîòâåðæåííî ðàáîòàÿ ïëàñòìàññîâûì ñîâî÷êîì, âûðûë òàêîé æå òîííåëü çà 396 äíåé.
Çà ñêîëüêî äíåé âûðîþò òàêîé æå òîííåëü áðèãàäà è Ìèøà, äåéñòâóÿ ñ äâóõ ðàçíûõ
êîíöîâ? Îòâåò îáîñíîâàòü.

3. Ìàëåíüêàÿ Þëÿ íàðèñîâàëà â êíèæêå çàêàëÿêó íà êàæäîé ñòðàíèöå, íîìåð êîòîðîé
äåëèòñÿ íà 3, çàêàëÿêà îáèäåëàñü è íàðèñîâàëà Þëþ â ýòîé êíèæêå íà êàæäîé ñòðàíèöå,
íîìåð êîòîðîé äåëèòñÿ íà 5. Â ðåçóëüòàòå â êíèãå îêàçàëîñü ðîâíî 6 çàêàëÿê è 4 ïîðòðåòà
Þëè. Ñêîëüêî ñòðàíèö â êíèæêå? Ïðèâåñòè âñå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ
íåò.

4. Â áîëüøîì òðåóãîëüíèêå èç êàæäîé âåðøèíû

ê çàäà÷å 4

ïðîâåëè æèðíûé îòðåçîê äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû. Áîëüøîé òðåóãîëüíèê îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà
4 òðåóãîëüíèêà è 3 ÷åòûð¼õóãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê).
Ñóììà ïåðèìåòðîâ òð¼õ áåëûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ
ðàâíà 25, à ñóììà ïåðèìåòðîâ ÷åòûð¼õ ÷¼ðíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ðàâíà 20. Çíàÿ, ÷òî ïåðèìåòð èñõîäíîãî
áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 18, íàéäèòå ñóììó äëèí
òðåõ æèðíûõ îòðåçêîâ. Îòâåò îáîñíîâàòü.

5. Íà Èçóìðóäíûé ãîðîä íàäâèãàåòñÿ äåðåâÿííàÿ
àðìèÿ Óðôèíà Äæþñà. Âîðîáåé ñîîáùèë, ÷òî ÷èñëî
äóáîëîìîâ â ýòîé àðìèè íå ìåíåå 200, íî íå áîëåå 300.
Ãàëêà äîáàâèëà, ÷òî âñÿ àðìèÿ äóáîëîìîâ äâèæåòñÿ ïî äîðîãå êîëîííîé ïî 6 äóáîëîìîâ
â êàæäîì ðÿäó. Îëÿïêà ñêàçàëà, ÷òî âîîðóæ¼ííûõ äóáîëîìîâ íà 15 áîëüøå, ÷åì íåâîîðó-
æ¼ííûõ. Ñîðîêà äîëîæèëà, ÷òî, åñëè íå ñ÷èòàòü ãåíåðàëà Ëàí Ïèðîòà (îí òîæå äóáîëîì),
ðàñêðàøåííûõ äóáîëîìîâ â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì íåðàñêðàøåííûõ. Ñèíè÷êà ïðîïåëà, ÷òî
îäíàæäû âèäåëà, êàê âñÿ àðìèÿ äóáîëîìîâ áûëà âûñòðîåíà â êîëîííó, â êîòîðîé ÷èñëî
ðÿäîâ ñîâïàäàëî ñ ÷èñëîì äóáîëîìîâ â êàæäîì ðÿäó. Èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç ïòèö ñîîáùè-
ëà íåâåðíûå ñâåäåíèÿ, à îñòàëüíûå ÷åòâåðî áûëè àáñîëþòíî ïðàâû. Ñêîëüêî äóáîëîìîâ
íàñòóïàëè íà Èçóìðóäíûé ãîðîä? Îòâåò îáîñíîâàòü.

6. Êàæäûé èç 7 ìàëü÷èêîâ èìååò ñðåäè îñòàëüíûõ íå ìåíåå òð¼õ ðîäíûõ áðàòüåâ.
Äîêàæèòå, ÷òî âñå 7 ìàëü÷èêîâ � ðîäíûå áðàòüÿ.
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7 êëàññ
1. ×àñòü êëåòîê â òàáëèöå ðàçìåðîì 10×10 êëåòîê
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ïîêðàøåíû â ÷¼ðíûé öâåò. Âàì èçâåñòíî êîëè÷åñòâî
çàêðàøåííûõ êëåòîê â êàæäîé èç ñòðîê è â êàæäîì
èç ñòîëáöîâ � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà ïðèâåäåíû íà
ðèñóíêå. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî óçîð èç ÷¼ðíûõ êëåòîê
ñîñòîèò ðîâíî èç 6 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ äàæå ïî òî÷êàì ãðàíèöû. Âîññòàíîâèòå
óçîð.

2. Òîðò óïàêîâàí â êîðîáêó ñ êâàäðàòíûì îñíî-
âàíèåì. Âûñîòà êîðîáêè âäâîå ìåíüøå ñòîðîíû ýòîãî
êâàäðàòà. Ëåíòî÷êîé äëèíû 156 ñì ìîæíî ïåðåâÿçàòü
êîðîáêó (êàê ýòî äåëàþò â ìàãàçèíå) è ñäåëàòü áàí-
òèê ñâåðõó (êðåñòû ñâåðõó è ñíèçó, è îòðåçêè ïî 4-ì
áîêîâûì ãðàíÿì; ñì. ðèñóíîê). À âîò ÷òîáû ïåðåâÿ-
çàòü å¼ ñ òàêèì æå áàíòèêîì ñáîêó (ò. å. êðåñòû èç
ëåíòî÷êè íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíè è 4 îòðåçêà ñïåðå-
äè, ñçàäè, ñâåðõó è ñíèçó; ñì. ðèñóíîê) ïîòðåáóåòñÿ
ëåíòî÷êà äëèíîé 178 ñì. Íàéäèòå ðàçìåðû êîðîáêè.
Îòâåò îáîñíîâàòü.

3. Íà ñóäå â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîãî äîêàçàòåëü-
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ñòâà ôèãóðèðóþò 6 ìîíåò. Åù¼ äî ñóäà ýêñïåðò îáíà-
ðóæèë, ÷òî ìîíåòû â êîíâåðòàõ ñ íîìåðàìè ñ ïåðâîãî
ïî òðåòèé � ôàëüøèâûå, à â êîíâåðòàõ ñ íîìåðàìè
ñ ÷åòâ¼ðòîãî ïî øåñòîé � íàñòîÿùèå. Ñóäó æå èç-
âåñòíî, ÷òî âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî
è âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû òàêæå îäèíàêîâî âåñÿò. Êðî-
ìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ôàëüøèâûå ìîíåòû ëåã÷å íà-
ñòîÿùèõ. Â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðòà òîëüêî ÷àøå÷íûå
âåñû áåç ãèðü. Îí õî÷åò äîêàçàòü ñóäó, ÷òî ìîíåòû â êîíâåðòàõ ñ íîìåðàìè ñ ïåðâîãî ïî
òðåòèé � ôàëüøèâûå. Êàê îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî äâà âçâåøèâàíèÿ?

4. Èç ïðîèçâåäåíèÿ 1 · 2 · . . . · 2013 ïåðâûõ 2013 ÷èñåë íàòóðàëüíîãî ðÿäà âû÷åðêíóëè
âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 5 (ò. å. 5, 10, 15, è ò. ä.), è ïåðåìíîæèëè îñòàâøèå-
ñÿ. Ïóñòü N � ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëî. Íàéäèòå åãî ïîñëåäíþþ öèôðó. Îòâåò
îáîñíîâàòü.

5. Â öåíòðå êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 4 ìåòðà ñòîèò ìîùíûé òî÷å÷íûé ïðîæåêòîð, êîòîðûé
îñâåùàåò óãîë â 90o. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæåíèè ïðîæåêòîðà îäíà èç ñòîðîí
êâàäðàòà îêàçàëàñü îñâåù¼ííîé ðîâíî íà îäíó ÷åòâ¼ðòóþ ñâîþ ÷àñòü. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü
îñâåù¼ííîé ïðè òàêîì ïîëîæåíèè ïðîæåêòîðà ÷àñòè êâàäðàòà? Îòâåò îáîñíîâàòü.

6. Â ïàðêå ñîáðàëèñü 12 ïåíñèîíåðîâ, ÷òîáû ïîèãðàòü â øàõìàòû. Ó íèõ âñåãî îäíà
øàõìàòíàÿ äîñêà. Â êàæäîé ïàðòèè ïðèíèìàþò ó÷àñòèå äâîå, è ïîñëå êàæäîé ñûãðàííîé
ïàðòèè ïðîèãðàâøèé (íè÷üèõ íå áûëî) èä¼ò ïîãóëÿòü, à åãî ìåñòî çàíèìàåò äðóãîé ïåíñè-
îíåð. Ïîñëå îäíîé èç ïàðòèé îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ïåíñèîíåðà (èç ýòèõ 12-òè) ñûãðàëè
ìåæäó ñîáîé ðîâíî 1 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî çà ýòî âðåìÿ õîòÿ áû îäèí èç 12-òè ïåíñèîíåðîâ
ñûãðàë íå ìåíåå òð¼õ ïàðòèé ïîäðÿä.
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8 êëàññ

1. Ó ÷åòûð¼õ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî áàññåéíà ðàçìåðîì 10×25 ìåòðîâ ñòîÿò Àíÿ, Áîðèñ,
Âåðà è Ãåíà, à ãäå-òî íà êðàþ áàññåéíà ñòîèò èõ ó÷èòåëüíèöà Ìàðèÿ Èâàíîâíà. Êîãäà
îíà ïîçâàëà ðåáÿò, ïåðâûå òðîå ïîäîøëè ê íåé, ïðîéäÿ â ñóììå 50 ìåòðîâ, à ê Ãåíå îíà
ïîøëà ñàìà. Êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîøëà Ìàðèÿ Èâàíîâíà, åñëè âñå îíè øëè ïî ïåðèìåòðó
êðàò÷àéøèì ïóòåì? Îòâåò îáîñíîâàòü.

2. Øåñòü ôóòáîëüíûõ êîìàíä ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé îäíîêðóãîâîé òóðíèð (êàæäàÿ
êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó). Çà ïîáåäó ëþáàÿ êîìàíäà ïîëó÷àëà 3
î÷êà, çà íè÷üþ � 1 î÷êî, çà ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ. Ñêîëüêî íè÷üèõ áûëî â òóðíèðå,
åñëè êîìàíäû ñîîòâåòñòâåííî íàáðàëè 13, 10, 7, 5, 3 è 2 î÷êîâ? Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå
âàðèàíòû îòâåòà è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

3. Äâà ñåëà Áàáêèíî è Äåäêèíî íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû ðåêè (íå íà áåðåãó)
ñ ïàðàëëåëüíûìè áåðåãàìè. Ñ÷èòàÿ ñ¼ëà òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè, óêàæèòå, â êàêîì ìåñòå
ðåêè ñëåäóåò ïîñòðîèòü ìîñò ÷åðåç íå¼ (îáÿçàòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíî áåðåãàì) òàê, ÷òîáû
ïóòü èç Áàáêèíî äî Äåäêèíî áûë ìèíèìàëüíûì. Îòâåò îáîñíîâàòü.

4. Â ãîðîäñêîé îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå ó÷àñòâîâàëî 100 ÷åëîâåê, ïî ôèçèêå � 50
÷åëîâåê, ïî èíôîðìàòèêå � 48. Åñëè áû âñåõ ó÷àñòíèêîâ ñïðîñèëè, â ñêîëüêèõ îëèìïèà-
äàõ îíè ó÷àñòâîâàëè, òî îòâåò �ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ� èìåëè áû âîçìîæíîñòü ñêàçàòü
â äâà ðàçà ìåíüøå ÷åëîâåê, ÷åì îòâåò �íå ìåíåå, ÷åì â îäíîé�, à îòâåò �â òð¼õ� � âòðîå
ìåíüøå ÷åëîâåê, ÷åì îòâåò �íå ìåíåå, ÷åì â îäíîé�. Ñêîëüêî âñåãî ÷åëîâåê ó÷àñòâîâàëî â
îëèìïèàäàõ? Îòâåò îáîñíîâàòü.

5. Âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïðè ëþáîì ðàçðåçà-
íèè ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íà òðè òðåóãîëüíèêà (áåç îñòàòêà), õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ èìååò ïëîùàäü, ðàâíóþ 1. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê � ïà-
ðàëëåëîãðàìì ïëîùàäè 2.

6. Ïóñòü a + b2 > c + d2, a2 + b > c2 + d. Äîêàæèòå, ÷òî a + b > c + d, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
a, b, c, d > 1

2
.
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9 êëàññ

1. Áóðàòèíî âûïèñàë ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: ïåðâîå ÷èñëî
ðàâíî 1, äâà ñëåäóþùèõ � äâîéêè, òðè ñëåäóþùèõ � òðîéêè è ò. ä. Êàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî áóäåò ñòîÿòü â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà 2013-ì ìåñòå? Îòâåò îáîñíîâàòü.

2. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ��ñðåçêó�:

t+ =

{
t, t > 0;
0, t < 0.

Äîêàçàòü òîæäåñòâî (x + 6)+ − 3(x)+ + 2(x− 3)+ =
1

2
(2|x− 3|+ |x + 6| − 3|x|).

3. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ {x2 + anx + bn} ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè an è bn (n = 1, 2, 3, . . .) ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû ïðåäûäóùåãî
òð¼õ÷ëåíà (ò. å. ÷èñëà an è bn) áóäóò êîðíÿìè ñëåäóþùåãî òð¼õ÷ëåíà x2 + an+1x + bn+1.
Èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà î÷åðåäíîé òð¼õ÷ëåí ñîâïàë ñ ïåðâûì òð¼õ÷ëåíîì
x2 + a1x + b1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òðåõ÷ëåíîâ ìîãëî áûòü â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

4. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ðàçðåçàòü áåç îñòàòêà íà 3 ðàâíîâåëèêèå òðà-
ïåöèè?

5. Âðà÷ äàë áîëüíîìó îäèí ïàêåòèê ñ îäèíàêîâûìè òàáëåòêàìè è âåëåë ïðèíèìàòü
åæåäíåâíî êàæäîå óòðî ïî ÷åòâåðòè òàáëåòêè. Áîëüíîé òàê è ñäåëàë, ïðè÷¼ì êàæäîå óòðî
îí âûíèìàë èç ïàêåòèêà íàóãàä, ÷òî ïîïàä¼òñÿ. Åñëè ïîïàäàëàñü öåëàÿ òàáëåòêà, ïàöèåíò
ðàçëàìûâàë åå íà 4 ðàâíûå ÷àñòè, îäíó èç êîòîðûõ ñúåäàë, à îñòàëüíûå 3 ÷àñòè âîçâðàùàë
îáðàòíî. Åñëè ïîïàäàëàñü ðàíåå îòëîìëåííàÿ ÷åòâåðòèíêà, òî îí å¼ ñðàçó ïðîãëàòûâàë.
Ïîñëå ìåñÿöà òàêîãî ëå÷åíèÿ â ïàêåòèêå îñòàëîñü â 8 ðàç áîëüøå ÷åòâåðòèíîê, ÷åì öåëûõ
òàáëåòîê, à åùå ÷åðåç òðè ìåñÿöà â ïàêåòèêå îñòàëîñü âñåãî 5 öåëûõ òàáëåòîê. Ñêîëüêî â
ýòîò ìîìåíò îñòàëîñü ÷åòâåðòèíîê? Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàçàòü,
÷òî äðóãèõ íåò.

6. Êâàäðàò ABCD ïîêðàñèëè â ñèíèé öâåò, çàòåì âíóòðè êâàäðàòà ïîñòðîèëè äóãó
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A è ðàäèóñîì, ðàâíûì ñòîðîíå êâàäðàòà. Òî÷êè êâàäðà-
òà âíóòðè îêðóæíîñòè ïåðåêðàñèëè â êðàñíûé öâåò. Óêàæèòå, êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò ïî
ïðÿìîé MN íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ABMN è NMCD òàê, ÷òîáû ñóììà ïëîùàäåé ñèíåé
ôèãóðû âíóòðè ABMN è êðàñíîé âíóòðè NMCD áûëà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.



XII ÂÓÇÎÂÑÊÎ�ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ïî ìàòåìàòèêå

10 êëàññ

1. Èìååòñÿ 6 ãèðåê îáùåé ìàññîé 1 êã. Ñ.Ý. ðàçëîæèë èõ íà 3 êó÷êè òàê, ÷òî îáùèé
âåñ êàæäîé êó÷êè îêàçàëñÿ îäèíàêîâ. Ïîñëå ýòîãî ïðèø¼ë Ä.Â., è ðàçëîæèë ýòè 6 ãèðåê
íà 4 êó÷êè, è âíîâü âåñ ãèðåê â êàæäîé êó÷êå áûë îäèíàêîâ. Óçíàâ îá ýòîé èñòîðèè, Â.Ò.
çàõîòåë óçíàòü, êàêîâû æå áûëè âåñà ãèðü, è íàø¼ë âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû. Ñêîëüêî
òàêèõ âàðèàíòîâ? Îòâåò îáîñíîâàòü.

2. Áàáóëÿ ïîêóïàåò â ìàãàçèíå õëåá. Êîãäà îäíàæäû îíà êóïèëà îäíó áóëêó, êàññèð
îêðóãëèë (â ìåíüøóþ ñòîðîíó) ñòîèìîñòü õëåáà äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà â ðóáëÿõ.
Âî âòîðîé äåíü îíà êóïèëà äâå áóëêè, è ñíîâà èõ îáùóþ ñóììó íà êàññå îêðóãëèëè äî
öåëîãî ÷èñëà ðóáëåé (â ìåíüøóþ ñòîðîíó). Áàáóëÿ îáðàäîâàëàñü, è â òðåòèé êóïèëà ñðàçó
òðè, à â ÷åòâ¼ðòûé äåíü � öåëûõ ÷åòûðå áóëêè, íà êàññå æå òàêæå îêðóãëÿëè îáùóþ
ñòîèìîñòü ïîêóïêè â ìåíüøóþ ñòîðîíó. Âñåãî çà 4 äíÿ áàáóëÿ ïîòðàòèëà íà õëåá 184
ðóáëÿ. Íàñêîëüêî âåëèêà ìîãëà áûòü ñóììàðíàÿ çà 4 äíÿ ñêèäêà çà ýòè ïîêóïêè?

3. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an (n > 2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì a1 = an =
0, ak−1+ak+1 > 2ak äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ 1 < k < n. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà a1, a2, . . . , an

íåïîëîæèòåëüíû.
4. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê

ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíà çàäàííîìó ïîëîæèòåëü-
íîìó ÷èñëó l > 0.

5. Â ïàðêå ñîáðàëèñü 12 ïåíñèîíåðîâ, ÷òîáû ïîèãðàòü â øàõìàòû. Ó íèõ âñåãî îäíà
øàõìàòíàÿ äîñêà. Â êàæäîé ïàðòèè ïðèíèìàþò ó÷àñòèå äâîå, è ïîñëå êàæäîé ñûãðàííîé
ïàðòèè ïðîèãðàâøèé (íè÷üèõ íå áûëî) èä¼ò ïîãóëÿòü, à åãî ìåñòî çàíèìàåò äðóãîé ïåíñè-
îíåð. Ïîñëå îäíîé èç ïàðòèé îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâà ïåíñèîíåðà (èç ýòèõ 12-òè) ñûãðàëè
ìåæäó ñîáîé ðîâíî 1 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî çà ýòî âðåìÿ õîòÿ áû îäèí èç 12-òè ïåíñèîíåðîâ
ñûãðàë íå ìåíåå òð¼õ ïàðòèé ïîäðÿä.

6. Èìååòñÿ ñåìü æåòîíîâ ñ öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6 è 7. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäíî ñåìè-
çíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå ïîñðåäñòâîì ýòèõ æåòîíîâ, íå äåëèòñÿ íà äðóãîå.



XII ÂÓÇÎÂÑÊÎ�ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ïî ìàòåìàòèêå

11 êëàññ

1. Ó Ñåðãåÿ 5 àëüáîìîâ ñ ôîòîãðàôèÿìè. Ïðîñìàòðèâàÿ ôîòîãðàôèè, îí çàìåòèë, ÷òî â
ëþáûõ äâóõ àëüáîìàõ îáùåå ÷èñëî âñåõ ôîòîãðàôèé ïðèíèìàåò òîëüêî 3 çíà÷åíèÿ: 75, 88
è 101. Ñêîëüêî ôîòîãðàôèé â êàæäîì ôîòîàëüáîìå? Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû
îòâåòà è äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

2. Íà ýêâàòîðå ïëàíåòû Áàððàãàí âñå äåðåâüÿ îäèíàêîâûå è ðàñòóò âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Åñëè âñå îíè óïàäóò âäîëü ýêâàòîðà â îäíó ñòîðîíó (ïóñòü íà çàïàä), òî îáùàÿ äëèíà
ó÷àñòêîâ ýêâàòîðà, çàâàëåííûõ äåðåâüÿìè, ñîñòàâèò 100 êì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ýòè
äåðåâüÿ óïàäóò â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (íà âîñòîê), òî îáùàÿ äëèíà çàâàëåííûõ
ó÷àñòêîâ ýêâàòîðà òîæå ñîñòàâèò 100 êì.

3. Âðà÷ äàë áîëüíîìó îäèí ïàêåòèê ñ îäèíàêîâûìè òàáëåòêàìè è âåëåë ïðèíèìàòü
åæåäíåâíî êàæäîå óòðî ïî ÷åòâåðòè òàáëåòêè. Áîëüíîé òàê è ñäåëàë, ïðè÷¼ì êàæäîå óòðî
îí âûíèìàë èç ïàêåòèêà íàóãàä, ÷òî ïîïàä¼òñÿ. Åñëè ïîïàäàëàñü öåëàÿ òàáëåòêà, ïàöèåíò
ðàçëàìûâàë å¼ íà 4 ðàâíûå ÷àñòè, îäíó èç êîòîðûõ ñúåäàë, à îñòàëüíûå 3 ÷àñòè âîçâðàùàë
îáðàòíî. Åñëè ïîïàäàëàñü ðàíåå îòëîìëåííàÿ ÷åòâåðòèíêà, òî îí å¼ ñðàçó ïðîãëàòûâàë.
Ïîñëå ìåñÿöà òàêîãî ëå÷åíèÿ â ïàêåòèêå îñòàëîñü â 8 ðàç áîëüøå ÷åòâåðòèíîê, ÷åì öåëûõ
òàáëåòîê, à åùå ÷åðåç òðè ìåñÿöà â ïàêåòèêå îñòàëîñü âñåãî 5 öåëûõ òàáëåòîê. Ñêîëüêî
â ýòîò ìîìåíò îñòàëîñü ÷åòâåðòèíîê? Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêà-
çàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.

4. Ïóñòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c > 0, è a + b + c = 1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
√

a2 +
1

4
(b− c)2 +

√
b2 +

1

4
(c− a)2 +

√
c2 +

1

4
(a− b)2 6 2.

5. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) = arctg(1 + x) + arctg
(
1 +

2

x

)
ïðè x 6= 0.

6. Ìîæíî ëè ÷åðåç âåðøèíû êóáà ïðîâåñòè 8 ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé (ïî îäíîé ÷åðåç
êàæäóþ âåðøèíó) òàê, ÷òîáû âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïëîñêîñòÿìè áûëè ðàâíû?
Îòâåò îáîñíîâàòü.



Ðåøåíèÿ 5-6 êëàññà

Ðåøåíèå 5-6.1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ñïîñîáà ðàññòàâèòü öèôðû òðåáóåìûì îáðà-
çîì: 41312432 è ñèììåòðè÷íûé åìó 23421314.

Îòâåò: Ìîæíî.
Ðåøåíèå 5-6.2. Äîøêîëüíèê Ìèøà ðûë òîííåëü â 396/36 = 11 ðàç äîëüøå, ÷åì

ìåòðîñòðîåâöû, ñëåäîâàòåëüíî, 11 òàêèõ äîøêîëüíèêîâ, êàê Ìèøà, ñäåëàëè áû ýòó ðàáî-
òó òàêæå áûñòðî, êàê áðèãàäà ìåòðîñòðîåâöåâ. À åñëè ê ýòèì 11-òè (ñ äðóãîé ñòîðîíû)
ïðèñîåäèíèëñÿ áû êîïàòü è ñàì Ìèøà, òî îíè êîïàëè áû â 12 ðàç áûñòðåå, ÷åì îí ñàì, è
âñÿ ðàáîòà áûëà áû ñäåëàíà çà 396/12 = 33 äíÿ. Çíà÷èò, Ìèøà ñ áðèãàäîé êîïàë áû òàêæå
áûñòðî, êàê ñ 11-þ äîøêîëüíèêàìè, è ðàáîòà áûëà áû ñäåëàíà çà 33 äíÿ.

Îòâåò: 33 äíÿ.
Ðåøåíèå 5-6.3. ×åòâ¼ðòûé ïîðòðåò Þëè ðàñïîëàãàåòñÿ íà 20-é ñòðàíèöå, çíà÷èò,

â êíèãå íå ìåíåå 20 ñòðàíèö. Åñëè áû â êíèãå âñòðåòèëàñü 21-àÿ ñòðàíèöà, òî íà íåé áûëà
áû èçîáðàæåíà ñåäüìàÿ ïî ñ÷¼òó çàêàëÿêà, íî çàêàëÿê âñåãî 6. Çíà÷èò, â êíèãå íåò 21-îé
ñòðàíèöû, ò. å. ñòðàíèö íå áîëåå 20. Ïîýòîìó èõ ðîâíî 20.

Îòâåò: 20 ñòðàíèö.
Ðåøåíèå 5-6.4. Îáîéä¼ì êàæäûé òðåóãîëüíèê è êàæäûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê. Âñåãî

ìû ïðîéä¼ì ïóòü â 20+25 = 45 ñàíòèìåòðîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé æèðíûé îòðåçîê ïðîéäåí
äâàæäû, òàê êàê êàæäàÿ èç òð¼õ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ÷àñòåé ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó
÷¼ðíîìó òðåóãîëüíèêó, è ðîâíî îäíîìó áåëîìó ÷åòûð¼õóãîëüíèêó. À ïåðèìåòð áîëüøîãî
òðåóãîëüíèêà ìû ïðîøëè ðîâíî îäèí ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, íå ñ÷èòàÿ ïåðèìåòðà, ìû ïðî-
øëè ïóòü, ðàâíûé 45−18 = 27 ñì. Ïîñêîëüêó ìû ïðîõîäèëè êàæäûé èç æèðíûõ îòðåçêîâ
äâàæäû, îáùàÿ ñóììà èõ äëèí ðàâíà 13, 5 ñì.

Îòâåò: 13, 5 ñì.
Ðåøåíèå 5-6.5. Åñëè áû ãàëêà áûëà ïðàâà, òî ÷èñëî äóáîëîìîâ áûëî áû êðàòíî 6.

Íî îëÿïêà óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñëå âû÷åòà 15 äóáîëîìîâ èõ ÷èñëî áóäåò ÷¼òíî, òî åñòü,
÷òî äóáîëîìîâ � íå÷¼òíîå ÷èñëî. À ñîðîêà ñ÷èòàåò, ÷òî èõ ÷èñëî êðàòíî òð¼ì òîëüêî
çà âû÷åòîì ãåíåðàëà, ñëåäîâàòåëüíî îáùåå ÷èñëî òàêæå íå êðàòíî òð¼ì. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ãàëêà áûëà ïðàâà, òî áûëè áû íåïðàâû è ñîðîêà, è îëÿïêà. Íî íåïðàâà òîëüêî îäíà
ïòèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ãàëêà ïðàâîé áûòü íå ìîæåò. Òîãäà ïðàâû âñå îñòàëüíûå ïòèöû.
Â ÷àñòíîñòè, ïðàâà ñèíè÷êà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî äóáîëîìîâ åñòü êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, è ïðàâ âîðîáåé, ñîîáùèâøèé, ÷òî ÷èñëî äóáîëîìîâ ëåæèò â îòðåçêå
îò 200 äî 300. Ýòèì äâóì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò òðè ÷èñëà: 152, 162 è 172, ïîä óñëîâèÿ
ñîðîêè è îëÿïêè ïîäõîäèò òîëüêî 172 = 289.

Îòâåò: 289 äóáîëîìîâ
Ðåøåíèå 5-6.6. Êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ èìååò êàê ìèíèìóì òð¼õ áðàòüåâ. Òîãäà îíè

â÷åòâåðîì � áðàòüÿ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíî ïÿòîãî ìàëü÷èêà. Ó íåãî ìèíèìóì òðè áðàòà,
çíà÷èò îí äîëæåí èìåòü áðàòà, îòëè÷íîãî îò øåñòîãî è ñåäüìîãî ìàëü÷èêîâ, ñëåäîâà-
òåëüíî îí áðàò ïåðâûì ÷åòûð¼ì. Ïîñêîëüêó ïÿòûé ìàëü÷èê áðàëñÿ ïðîèçâîëüíî, òî âñå
ìàëü÷èêè � áðàòüÿ.
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Ðåøåíèÿ 7 êëàññà

Ðåøåíèå 7.1.
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Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 7.1

Îòâåò: Ñì. ðèñóíîê
Ðåøåíèå 7.2. Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ êîðîáêè a

ñì, òîãäà å¼ âûñîòà áóäåò ðàâíà a

2
ñì. Òåïåðü åñëè áàíòèê

íàõîäèòñÿ ñâåðõó, òî ïîìèìî áàíòèêà íåîáõîäèìî 4·a
2
+4a =

6a ñàíòèìåòðîâ âåðåâêè. Åñëè æå áàíòèê íàõîäèòñÿ ñáîêó,
òî òðåáóåòñÿ 2 · a

2
+ 6a = 7a ñàíòèìåòðîâ âåð¼âêè (ïîìè-

ìî áàíòèêà). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áàíòèêå ñâåðõó òðåáóåòñÿ
íà a ñàíòèìåòðîâ âåð¼âêè ìåíüøå, ÷åì ïðè áàíòèêå ñáîêó;
ïî óñëîâèþ ýòà ðàçíîñòü ðàâíà 178 − 156 = 22 ñì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, øèðèíà êîðîáêè 22 ñàíòèìåòðà, à âûñîòà � 11
ñàíòèìåòðîâ. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ýòîì âåð¼âêè
õâàòèò, è íà áàíòèê óéäåò 156− 6a = 24 ñì âåð¼âêè.

Îòâåò: Øèðèíà êîðîáêè � 22 ñì, à âûñîòà � 11 ñì.
Ðåøåíèå 7.3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíåòû ïðîíóìåðîâàíû, è èõ íîìåðà ñîâïàäàþò

ñ íîìåðàìè êîíâåðòîâ, â êîòîðûõ îíè ëåæàò. Êðîìå òîãî, ñóäó èçíà÷àëüíî ÿñíî, ÷òî åñëè
ïðè íåêîòîðîì âçâåøèâàíèè íà îáîèõ ÷àøàõ âåñîâ ìîíåò ïîðîâíó, à âåñû íå â ðàâíîâåñèè,
òî íà áîëåå ë¼ãêîé ÷àøå ôàëüøèâûõ ìîíåò áîëüøå, ÷åì íà áîëåå òÿæ¼ëîé. Ýêñïåðò ìîæåò
äîáèòüñÿ ñâîåé öåëè êàê ìèíèìóì äâóìÿ ïóòÿìè:

Ïåðâûé ïóòü. Ýêñïåðò ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèâàåò ìîíåòó 1 è îäíó èç íàñòî-
ÿùèõ. Íàñòîÿùàÿ ïåðåâåøèâàåò, ñëåäîâàòåëüíî ñóäó ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìîíåòà 1 �
ôàëüøèâàÿ. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè ýêñïåðò êëàä¼ò íà îäíó ÷àøó íàñòîÿùóþ ìîíåòó
è ìîíåòó 1, à íà äðóãóþ ìîíåòû 2 è 3. Ïåðâàÿ ÷àøà ïåðåâåøèâàåò, òîãäà ñóäó ïîíÿòíî,
÷òî âî âòîðîé ÷àøå âåñîâ êàê ìèíèìóì äâå ôàëüøèâûõ ìîíåòû, ò. å. ìîíåòû 2 è 3 òàêæå
ôàëüøèâûå.

Âòîðîé ïóòü. Ñíà÷àëà ýêñïåðò âçâåøèâàåò ìîíåòû 1 è 4, êàê è ïðè ïåðâîì ñïîñîáå.
Ìîíåòà 4 ïåðåâåøèâàåò, ñëåäîâàòåëüíî îíà íàñòîÿùàÿ, à ìîíåòà 1 � ôàëüøèâàÿ. Çàòåì
ýêñïåðò êëàä¼ò íà îäíó ÷àøó ìîíåòû 1, 5 è 6, íà äðóãóþ � ìîíåòû 2, 3 è 4. Ïåðâàÿ ÷àøà
ïåðåâåøèâàåò, ñëåäîâàòåëüíî íà íåé íàñòîÿùèõ ìîíåò áîëüøå ÷åì íà âòîðîé. Íà âòîðîé
÷àøå êàê ìèíèìóì îäíà ìîíåòà (ìîíåòà 4) � íàñòîÿùàÿ, ñëåäîâàòåëüíî íà ïåðâîé ÷àøå
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå íàñòîÿùèå, ïîýòîìó ìîíåòû 5 è 6 � íàñòîÿùèå. Àíàëîãè÷íî, íà
âòîðîé ÷àøå åñòü õîòÿ áû äâå ôàëüøèâûå ìîíåòû, òîãäà ýòî ìîíåòû 2 è 3.

Ðåøåíèå 7.4. Ëåãêî óáåäèòüñÿ (íàïðèìåð, àíàëèçèðóÿ óìíîæåíèå ÷èñåë �ñòîëáè-
êîì� ), ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíèìè öèôðàìè ìíîæè-
òåëåé. Çàìåòèì, ÷òî ó ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â êà÷åñòâå
ïîñëåäíåé öèôðû âñòðå÷àþòñÿ âñå 10 öèôð îò 0 äî 9 (êàæäàÿ ïî îäíîìó ðàçó). Äâà òàêèõ
÷èñëà (îêàí÷èâàþùèåñÿ íà 0 è 5) áóäóò âû÷åðêíóòû, à ïðîèçâåäåíèå âîñüìè îñòàâøèõñÿ
áóäåò îêàí÷èâàòüñÿ íà òó æå öèôðó, ÷òî è ïðîèçâåäåíèå 1 · 2 · 3 · 4 · 6 · 7 · 8 · 9, ò. å. íà
6. Íî òîãäà (òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ÷èñëà øåñò¼ðîê îêàí÷èâàåòñÿ íà 6) íà 6 áóäåò
îêàí÷èâàòüñÿ òàêæå ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2010 (ïîñëå âû÷¼ðêè-
âàíèÿ âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ ïÿòè). Ïðîèçâåäåíèå 2011 · 2012 · 2013 òàêæå îêàí÷èâàåòñÿ íà
6, çíà÷èò, ïîñëåäíåé öèôðîé ÷èñëà N òàêæå áóäåò öèôðà 6.

Îòâåò: 6.
Ðåøåíèå 7.5. Ïóñòü ïðîæåêòîð íàõîäèòñÿ â òîì ïîëîæåíèè, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â

çàäà÷å (ò. å. îñâåùàåò ðîâíî ÷åòâåðòü îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà). Ïîâåðí¼ì ïðîæåêòîð íà
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90◦ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Òåïåðü îñâåùåíà äðóãàÿ ÷àñòü êâàäðàòà, ïðèìûêàþùàÿ ê ðàíåå
îñâåù¼ííîé. Òàê êàê ïðè ïîâîðîòå êâàäðàòà âîêðóã ñâîåãî öåíòðà íà 90◦ êâàäðàò îñòà-
¼òñÿ íà ìåñòå, òî îñâåùåííàÿ òåïåðü ÷àñòü êâàäðàòà â òî÷íîñòè ðàâíà îñâåù¼ííîé ðàíåå,
è ïîýòîìó èìååò òó æå ïëîùàäü. Ïîâòîðèì îïåðàöèþ åù¼ äâà ðàçà. Ïîëó÷èì åù¼ äâå
÷àñòè êâàäðàòà, ðàâíûå ÷àñòè, îñâåù¼ííîé âíà÷àëå. Çàìåòèì, ÷òî èç ÷åòûð¼õ ðàññìîòðåí-
íûõ ó÷àñòêîâ ñîáèðàåòñÿ öåëûé êâàäðàò (êàæäàÿ òî÷êà, ïîïàâøàÿ âíóòðü êâàäðàòà, èëè
ïîïàëà âíóòðü ðîâíî îäíîãî èç ó÷àñòêîâ èëè íàõîäèòñÿ íà èõ ãðàíèöå). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîùàäü êâàäðàòà â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå èçíà÷àëüíî îñâåùåííîé. Èòàê, èñêîìàÿ ïëîùàäü
ðàâíà 42

4
= 4.

Îòâåò: 4.

O

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 5

Ðåøåíèå 7.6. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü ïî îêîí÷àíèè òóðíèðà îêàçàëîñü, ÷òî
ëþáûå äâà ïåíñèîíåðà ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé ðîâíî îäèí
ðàç, íî êàæäûé ïåíñèîíåð íå èãðàë áîëåå äâóõ ïàðòèé
ïîäðÿä. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî ïåíñèîíåðà è ëþáîé
ïàðòèè, â êîòîðîé îí èãðàë, âûïîëíåíà îäíà èç òð¼õ ñèòó-
àöèé: 1) ïåíñèîíåð èãðàåò îäíó ïàðòèþ èç äâóõ ïîäðÿä, â
êîòîðûõ îí ïðèíèìàë ó÷àñòèå 2) èãðàåìàÿ ïàðòèÿ � ñàìàÿ
ïåðâàÿ, ýòîò ïåíñèîíåð óéä¼ò ïîñëå å¼ îêîí÷àíèÿ (à åãî ñî-
ïåðíèê áóäåò èãðàòü ñëåäóþùóþ); 2) èãðàåìàÿ ïàðòèÿ �
ïîñëåäíÿÿ â ýòîì òóðíèðå (è åãî ñîïåðíèê èãðàë ïðåäûäó-
ùóþ). Êàæäûé èãðîê ñûãðàë 12 − 1 = 11 ïàðòèé � ÷èñëî
íå÷¼òíîå, ïîýòîìó âñå åãî ïàðòèè íà ïàðû íå ðàçáèâàþòñÿ;
òàêèì îáðàçîì êàæäûé èãðîê ïîáûâàë õîòÿ áû ðàç èëè â
ïåðâîé, èëè âî âòîðîé ñèòóàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, èãðîêîâ
ðîâíî 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ðåøåíèå 7.6. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, íè îäèí ïåíñèîíåð íå èã-
ðàë òð¼õ ïàðòèé ïîäðÿä. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî áûëî ñûãðàíî 66 ïàðòèé è ñî âòîðîé ïî 64
ïàðòèþ íàáëþäàëàñü ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: ïåíñèîíåð, êîòîðûé ñàäèòñÿ çà äîñêó, âûèãðû-
âàåò ïàðòèþ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî ïðîòèâíèê áóäåò èãðàòü òðåòüþ êðÿäó) è ïðîèãðû-
âàåò ñëåäóþùóþ (èíà÷å åìó ñàìîìó ïðèä¼òñÿ èãðàòü òðè ïàðòèè ïîäðÿä). Áóäåì çàïèñû-
âàòü ó÷àñòíèêîâ êàæäîé ïàðòèè â ïîðÿäêå �ïîáåæä¼ííûé � ïîáåäèòåëü�, è óïîðÿäî÷èì
ýòè ïàðû ïî âðåìåíè ïðîâåäåíèÿ ïàðòèé. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èì¼í ïåíñèîíåðîâ,
ïðè÷¼ì âíóòðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäîå èìÿ âñòðå÷àåòñÿ ïàðàìè: ïîáåäèòåëü êàæäîé
ïàðòèè è ïðîèãðàâøèé ñëåäóþùóþ � ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê. Çíà÷èò, åñëè èñêëþ÷èòü
ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî â ñïèñêå ó÷àñòíèêà, òî îêàæåòñÿ, ÷òî èìåíà âñåõ äðóãèõ âñòðå÷àþò-
ñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî, ýòè ïåíñèîíåðû ñûãðàëè ÷¼òíîå ÷èñëî ïàðòèé. Íî
åñëè êàæäûé ñ êàæäûì ñûãðàë ïî îäíîìó ðàçó, òî êàæäûé ïåíñèîíåð ñûãðàë ðîâíî 11
ðàç � ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå 7.6. ÒÐÅÒÈÉ ÑÏÎÑÎÁ. Îáîçíà÷èì ïåíñèîíåðîâ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè,
è, êàê òîëüêî ïåíñèîíåðû ñûãðàþò ìåæäó ñîáîé ïàðòèþ, áóäåì ñîåäèíÿòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì òî÷êè ëèíèåé. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áóäåì ñòðîèòü íåêîòîðûé
ãðàô, òî÷êè íàçûâàþò âåðøèíàìè ãðàôà, à ëèíèè � ð¼áðàìè. Êðîìå òîãî, áóäåì íóìå-
ðîâàòü ð¼áðà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ (ò. å.
íîìåð ðåáðà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîðÿäêîâîìó íîìåðó èãðàåìîé ïàðòèè). Íà ìîìåíò,
êîãäà êàæäûé ïåíñèîíåð ñ êàæäûì ñûãðàåò îäíó ïàðòèþ, ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé
ïîëíûé ãðàô � ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê êàæäîé âåð-
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øèíå ïðèìûêàåò ðîâíî 11 ð¼áåð (ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 11). Åñëè áû íè
îäèí ïåíñèîíåð íå èãðàë òð¼õ ïàðòèé ïîäðÿä, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð 1�2�3�4� . . .
îáðàçîâàëà áû ñâÿçíóþ ëèíèþ (íà ÿçûêå ãðàôîâ � öåïü). Òàêàÿ öåïü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âñå ð¼áðà, íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé. Èç òåîðèè ãðàôîâ èçâåñòíî, ÷òî ãðàô îáëàäàåò ýéëåðî-
âîé öåïüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçåí (ò. å. îò ëþáîé âåðøèíû äî ëþáîé ìîæíî
äîéòè ïî ð¼áðàì), è âñå åãî âåðøèíû, êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ, èìåþò ÷¼òíóþ ñòåïåíü. Íî
â íàøåì ãðàôå ýòî íå òàê (âñå 12 âåðøèí èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü), ïîýòîìó ñäåëàííîå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.

Îòâåò: Íåâîçìîæíî.
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Ðåøåíèÿ 8 êëàññà

Ðåøåíèå 8.1.
У

А

Б
В

Г
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Íàçîâ¼ì áîðòèê, ó êîòîðîãî ñòîèò ó÷èòåëüíèöà, áëè-
æàéøèì. Çàìåòèì, ÷òî íèêîìó íå âûãîäíî èäòè âäîëü áîð-
òèêà, ïðîòèâîïîëîæíîãî áëèæàéøåìó. Ðåáÿòà, íàõîäÿùèå-
ñÿ íà êîíöàõ áëèæàéøåãî áîðòèêà (íà ðèñóíêå ýòî øêîëü-
íèêè À è Ã), äîëæíû ïðîéòè ëèøü ïî åãî ÷àñòè, âìåñòå
ýòè ÷àñòè îáðàçóþò îäèí áëèæàéøèé áîðòèê. Òå èç ó÷åíè-
êîâ, êòî íàõîäèòñÿ íà êîíöàõ ïðîòèâîïîëîæíîãî áîðòèêà,
äîëæíû ïðîéòè ïî îäíîìó áîêîâîìó áîðòèêó è êàæäûé èç
íèõ ïî ñâîåé ÷àñòè áëèæàéøåãî áîðòèêà: âìåñòå äâà áîêî-
âûõ è îäèí áëèæàéøèé. Â÷åòâåðîì ó÷åíèêè äîëæíû ïðîéòè äâà áëèæàéøèõ è äâà áîêîâûõ
áîðòèêà. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç áîðòèêîâ äëèííåå, ýòî ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå
ðàâíî 2 · 10 + 2 · 25 = 70 ìåòðîâ. Âòðî¼ì ó÷åíèêè ïðîøëè 50 ìåòðîâ, ñëåäîâàòåëüíî Ãåíà
íå ïðîø¼ë 20 ìåòðîâ, è èìåííî ñòîëüêî ïðîøëà ó÷èòåëüíèöà.

Îòâåò: 20 ìåòðîâ.
Ðåøåíèå 8.2. Êàæäàÿ èç 6 êîìàíä ñûãðàëà

A

A B C D FEкоманда Всего

1 3 3 3 3 13

3 3 3 10

7

5

3

2

30

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

3

3

1

1

11

1

1

10

B

C

D

E

F
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ñ êàæäîé èç ïÿòè îñòàëüíûõ ïî ðàçó, âñåãî 5 ìàò÷åé. Îá-
ùåå ÷èñëî ìàò÷åé, ñûãðàííûõ êîìàíäàìè, ðàâíî 6 · 5 =
30, íî êàæäûé ìàò÷ ïðè ýòîì ïîñ÷èòàí äâàæäû (ïî ðàçó
çà êàæäóþ èç êîìàíä � ó÷àñòíèö), ïîýòîìó âñåãî ñûãðà-
íî 30 : 2 = 15 èãð. Êàæäàÿ ðåçóëüòàòèâíàÿ èãðà ïðèíî-
ñèò 3 î÷êà îäíîé èç êîìàíä, ïîýòîìó ñóììà âñåõ î÷êîâ,
åñëè áû íå áûëî íè÷üèõ, áûëà áû ðàâíà 45. Êàæäàÿ
íè÷üÿ äà¼ò ïî 1 î÷êó äâóì êîìàíäàì � âñåãî 2 î÷êà,
ïîýòîìó ñ êàæäîé íè÷üåé ðîâíî îäíî î÷êî �òåðÿåòñÿ�.
Îáùàÿ ñóììà î÷êîâ ðàâíà 13+10+7+5+3+2 = 40. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîòåðÿëîñü 45− 40 = 5 î÷êîâ, ò. å. áûëî 5 íè÷üèõ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà:
íàïðèìåð, êîìàíäà A âûèãðàëà ó âñåõ, êðîìå êîìàíäû B, ñ êîòîðîé ñûãðàëà âíè÷üþ (íà-
áðàííîå ÷èñëî î÷êîâ 13). Êîìàíäà B ïðîèãðàëà êîìàíäå C, íî âûèãðàëà ó êîìàíä D, E
è F (ïëþñ íè÷üÿ ñ A � 10 î÷êîâ). Êîìàíäà C âûèãðàëà ó êîìàíä B è F , âíè÷üþ ñûãðàëà
ñ E, à îñòàëüíûì ïðîèãðàëà (7 î÷êîâ). Êîìàíäà D âûèãðàëà ó C è ñûãðàëà âíè÷üþ ñ êî-
ìàíäàìè E è F (5 î÷êîâ); E ñûãðàëà âíè÷üþ ñ êîìàíäàìè C, D è F , ïðîèãðàâ îñòàëüíûì
(3 î÷êà), íàêîíåö, F ñäåëàëà äâå íè÷üè ñ êîìàíäàìè E è D, îñòàëüíûå ìàò÷è ïðîèãðàëà.
Ýòîò ïðèìåð ïðèâåä¼í â òàáëèöå.

Ðåøåíèå 8.3. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñåêàòü ðåêó áîëåå îäíîãî ðàçà
íå âûãîäíî (âûãîäíåå, íàïðèìåð, âìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé ïåðåïðàâû ïðîéòè ïî ïðÿìîé
âäîëü áåðåãà äî âòîðîé), ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïóòÿìè, íà êîòîðûõ ìîñò
â òî÷íîñòè îäèí. Áóäåì îáîçíà÷àòü ó ëþáîãî ïóòè êîíöû ìîñòà ÷åðåç C, C ′ (C íà òîì æå
áåðåãó, ÷òî è A, C ′ � íà ïðîòèâîïîëîæíîì). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ðåêà èìååò îäèíàêî-
âóþ øèðèíó, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó íå âñåãî ïóòè, à ëèøü äëèíó ïóòè ïî çåìëå,
òî åñòü ñóììó ïóòåé AC è C ′B.

Îòðàçèì òî÷êó B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé � ñåðåäèíû ðåêè, ïîëó÷åííóþ òî÷êó îáîçíà-
÷èì ÷åðåç B′. Ó êàæäîãî ïóòè ìîæíî ÷àñòü ïóòè ïîñëå ìîñòà (ïóòü C ′B) òàêæå îòðàçèòü,
ïðè ýòîì ïóòü C ′B ïåðåéäåò â ïóòü CB′ òîé æå äëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñóììó ïóòåé AC è CB′, ãäå òî÷êè A,B′ çàäàíû, à åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå �
òî÷êà C äîëæíà ëåæàòü íà òîì æå áåðåãó, ÷òî è òî÷êà A. Íî ýòà çàäà÷à õîðîøî èçâåñòíà,
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íóæíî âûáðàòü òî÷êó C íà áåðåãó òàê, ÷òîáû îòðåçêè AC, CB′ îáðàçîâûâàëè ñ áåðåãîì
ðåêè îäèíàêîâûé óãîë (�óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ�), ýòè äâà îòðåçêà áóäóò èñêî-
ìûì ïóò¼ì. Â ñèëó ñèììåòðèè ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îòðåçêè AC è C ′B îáðàçóþò ñ
ðåêîé îäèíàêîâûå óãëû, ò. å. ïàðàëëåëüíû. Èòàê, èñêîìûé ïóòü � òàêàÿ ëîìàíàÿ ACC ′B,
÷òî CC ′ ïåðïåíäèêóëÿðíà ðåêå, à îòðåçêè AC, C ′B ïàðàëëåëüíû. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè
C äîñòàòî÷íî îòðàçèòü òî÷êó B′ îòíîñèòåëüíî áëèæàéøåãî áåðåãà ðåêè è ñîåäèíèòü îáðàç
(òî÷êó B′′) ñ òî÷êîé A îòðåçêîì (ñì. ðèñóíîê).

A

C

C
B

B

B̀

`

`

`

A

A

C

C

C
B

B

`

Ê ïåðâîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 3 Êî âòîðîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 3

Ðåøåíèå 8.3. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. �Ñêëåèì� äâà áåðåãà ðåêè ïî âñÿêîé ïàðå òî÷åê
áåðåãà, èìåþùåé îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð. Ïðè ýòîì âñÿêèé ïóòü áóäåò óìåíüøåí íà äëèíó
ìîñòà (èëè ìîñòîâ, åñëè èõ áûëî íåñêîëüêî), à ïîñêîëüêó êîíöû ìîñòà ïðè ýòîì äåéñòâèè
�ïðèêëåÿòñÿ� äðóã ê äðóãó, òî ïóòü ïåðåéäåò òàêæå â ïóòü. Ðåêè óæå íåò, ïîýòîìó êðàò-
÷àéøèé ïóòü (è åäèíñòâåííûé êðàò÷àéøèé ïóòü) � îòðåçîê AB. �Ðàñêëåèì� ðåêó îáðàòíî.
Êðàò÷àéøèé ïóòü óâåëè÷èëñÿ íà äëèíó ìîñòà (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îäíà), îñòàëüíûå óâå-
ëè÷èëèñü íå ìåíüøå, ñëåäîâàòåëüíî, êðàò÷àéøèé ïóòü ïî ïðåæíåìó åäèíñòâåííûé êðàò-
÷àéøèé. Ïðè ðàñêëåéêå îòðåçîê AB ïðåâðàòèëñÿ â äâà îòðåçêà, ñîåäèí¼ííûå ìîñòîì, íî
òàêàÿ ðàñêëåéêà (êàê âñÿêèé ïàðàëëåëüíûé ñäâèã) íå ïîâëèÿëà íà ïàðàëëåëüíîñòü, ñëåäî-
âàòåëüíî ïåðâûé (äî ìîñòà) è ïîñëåäíèé (ïîñëå ìîñòà) îòðåçêè ïîëó÷åííîãî ïóòè�ëîìàíîé
îáÿçàíû áûòü ïàðàëëåëüíû.

Îòâåò: Ëîìàíàÿ ACC ′B, ãäå îòðåçîê CC ′ ïåðïåíäèêóëÿðåí áåðåãó, à îòðåçêè AC è C ′B
ïàðàëëåëüíû.

Ðåøåíèå 8.4. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Îïðàøèâàëè òîëüêî øêîëüíèêîâ, ó÷àñòâîâàâ-
øèõ â îëèìïèàäàõ, îáîçíà÷èì èõ îáùåå ÷èñëî ÷åðåç 6x. Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ, øêîëü-
íèêîâ, ó÷àñòâîâàâøèõ ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ îëèìïèàäàõ ðîâíî â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì
òåõ, êîòîðûå áûëè íå ìåíåå ÷åì â îäíîé, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, â äâóõ ó÷àñòâîâàë êàæ-
äûé âòîðîé îïðîøåííûé (òî åñòü 3x), ñòîëüêî æå ó÷àñòâîâàëè ðîâíî â îäíîé îëèìïèàäå
(òîæå 3x). Îòâåò �â òð¼õ� áûë áû âòðîå ðåæå, ÷åì îòâåò �íå ìåíåå, ÷åì â îäíîé�, ò. å. â
òð¼õ îëèìïèàäàõ ïðèíÿëî ó÷àñòèå ðîâíî 2x ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷íîñòè íà äâóõ
îëèìïèàäàõ áûëè ðîâíî 2x− x = x ó÷àñòíèêîâ.

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ êàæäîé îëèìïèàäû, òî ïîëó÷èì 100+50+48 =
198. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî ðàâíî 1·3x+2·x+3·2x = 11x. Ðåøàÿ óðàâíåíèå 11x = 198,
ïîëó÷àåì x = 18. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî â îëèìïèàäàõ ó÷àñòâîâàëè 6x = 108 ÷åëîâåê.

Ðåøåíèå 8.4. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïîñòðîèì êðóãè Ýéëåðà (ñì. ðèñóíîê), è ïóñòü
a, g è c � êîëè÷åñòâà ÷åëîâåê, ó÷àñòâîâàâøèõ ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî â îëèìïèàäå ïî ìà-
òåìàòèêå, òîëüêî â îëèìïèàäå ïî èíôîðìàòèêå, òîëüêî â îëèìïèàäå ïî ôèçèêå. Ïóñòü
òàêæå b ÷åëîâåê ó÷àñòâîâàëè âî âñåõ îëèìïèàäàõ, êðîìå îëèìïèàäû ïî ôèçèêå, d ÷åëî-
âåê � êðîìå îëèìïèàäå ïî èíôîðìàòèêå è f ÷åëîâåê � êðîìå îëèìïèàäå ïî ìàòåìàòèêå,
à âî âñåõ òð¼õ îëèìïèàäàõ ó÷àñòâîâàëè e ÷åëîâåê. Ïî óñëîâèþ

a + b + d + e = 100, (1)
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c + b + e + f = 48, (2)
d + f + e + g = 50. (3)

Ïóñòü îáùåå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ðàâíî x = a+ b + c+ d + e+ f + g. Òîãäà b + d + e+ f = x/2
è e = x/3. Ñëîæèì óðàâíåíèÿ (1), (2) è (3):

a + b + d + e + c + b + e + f + d + f + e + g = 198.

Ñãðóïïèðóåì ëåâóþ ÷àñòü:

(a + b + c + d + e + f + g) + (b + d + e + f) + e = 198,

x +
x

2
+

x

3
= 198.

Îòñþäà íàõîäèì x = 108.
Êîììåíòàðèé. Ïðè âòîðîì ñïîñîáå íåñëîæíî ïî-

математика
информатика

физика

a b c

d e f

g

Êî âòîðîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 4.

äîáðàòü ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì ïÿòè óðàâíå-
íèÿì, ÷òî äîêàçûâàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü óñëîâèÿ
çàäà÷è. ßñíî, ÷òî e = 36. Òîãäà b + d + f = 18, ïîëî-
æèì, íàïðèìåð, b = d = f = 6. Òîãäà a = 52, c = 0,
g = 2.

Îòâåò: 108 ÷åëîâåê.
Ðåøåíèå 8.5. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ.
Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïî

óñëîâèþ, îäèí èç òðåóãîëüíèêîâ ABD, CDO, BDO
áóäåò èìåòü ïëîùàäü 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó O1, ëåæàùóþ íà îòðåçêå OB. Ïðè ðàçðåçàíèè
íà òðåóãîëüíèêè ABD, CDO1, CBO1 îäèí èç íèõ
îáÿçàí èìåòü ïëîùàäü 1. Íî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
CDO1, CBO1 ïðè äâèæåíèè òî÷êè O1 ïî îòðåçêó BO èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî è ìîíîòîí-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü 1 èìåë òðåóãîëüíèê ABD. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå
òðåóãîëüíèêè CBD, ACD,ABC èìåþò òó æå ïëîùàäü. Ðàññìîòðèì ïàðó òðåóãîëüíèêîâ
ABD, ACD. Îíè ðàâíîâåëèêè, ïîýòîìó ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷åê B è C íà
ïðÿìóþ AD, ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî ýòè äâå âûñîòû, îòðåçîê BC, è ÷àñòü ïðÿìîé AD (ìåæ-
äó îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ) îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê, â ÷àñòíîñòè AD ‖ BC. Àíà-
ëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíîñòü äðóãîé ïàðû ñòîðîí. Ïîñêîëüêó ïàðàëëåëîãðàìì
ABCD ðàçðåçàåòñÿ ïî äèàãîíàëè íà äâà òðåóãîëüíèêà åäèíè÷íîé ïëîùàäè, òî îí èìååò
ïëîùàäü 2.

C

D

O

O1

A

B

C

D

X
Y Z

A

B

Ê ïåðâîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 5. Êî âòîðîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 5.

Ðåøåíèå 8.5. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X íà ñòîðîíå
BC � ñì. ðèñóíîê. Ðàçîáü¼ì ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè ABX, CDX è AXD.
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Ñðåäè íèõ åñòü òðåóãîëüíèê åäèíè÷íîé ïëîùàäè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ýòî � òðåóãîëüíèê
AXD. (Åñëè ýòî íå òàê, è, íàïðèìåð, SABX = 1, òî ðàññìîòðèì âìåñòî X òî÷êó Y èç
èíòåðâàëà XC, òîãäà SABY > 1, à åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî SCDY = 1, òî âìåñòî X ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Z èç èíòåðâàëà Y C, � òîãäà SAZB > 1, SCZD < 1). Òàêèõ òî÷åê
X (÷òî SAXB = 1) íà îòðåçêå BC áåñêîíå÷íî ìíîãî, êàê ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå
ðàññóæäåíèÿ. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò âñåõ ýòèõ òî÷åê äî ïðÿìîé AD (ïî ñó-
òè ýòî âûñîòà òðåóãîëüíèêà AXD) îäíî è òî æå, à ýòî îçíà÷àåò ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ
BC è AD. Àíàëîãè÷íî ïàðàëëåëüíû ïðÿìûå AB è CD, ò. å. ÷åòûð¼õóãîëüíèê � ïàðàëëå-
ëîãðàìì. Òîãäà åãî ïëîùàäü â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà AXD, ò. å. ðàâíà
2.

Ðåøåíèå 8.6. Åñëè îäíîâðåìåííî a > c è b > d, äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, b < d. Òîãäà èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà a − c > (d + b)(d − b) > d − b, òàê êàê êàæäîå
ñëàãàåìîå â ïåðâîé ñêîáêå áîëüøå 1/2, à âòîðàÿ ñêîáêà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Îò-
ñþäà èìååì a− c > d− b, ò. å. âûïîëíåíî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìîùè
âòîðîãî íåðàâåíñòâà ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé a < c.
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Ðåøåíèÿ 9 êëàññà

Ðåøåíèå 9.1. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä ïåðâûì ïîÿâëåíèåì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n + 1 ñòîèò ÷èñëî 1, äâà ÷èñëà 2, òðè ÷èñëà 3 è ò.ä. âñåãî 1 + 2 + . . . + n
÷èñåë, ïî ôîðìóëå àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî (n2 +n)/2. Îòìåòèì,
÷òî 632 = 3969, 632 + 63 = 4032. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî íà 2016-ì ìåñòå â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Áóðàòèíî â ïîñëåäíèé ðàç ïîÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 63. Ñëåäîâàòåëüíî, è íà 2013-ì ìåñòå
áóäåò òàêæå æå.

Îòâåò: 63.
Ðåøåíèå 9.2. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî t+ = 1

2
(t + |t|), çàìåíèòü â ëåâîé ÷àñòè âñå

òðè �ñðåçêè�, è ïðèâåñòè ïîäîáíûå.
Ðåøåíèå 9.3. Ïóñòü òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà, è ïóñòü ïåðâûå n ìíîãî-

÷ëåíîâ (n ∈ N) áûëè ðàçëè÷íû, à (n + 1)-é ìíîãî÷ëåí ñîâïàë ñ ïåðâûì. Äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà k êîýôôèöèåíòû k-ãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè (k + 1)-ãî, ïîýòîìó
ïî òåîðåìå Âèåòà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ak · bk = bk+1 (1) ak + bk = −ak+1 (2).

Ïðèìåíÿÿ n ðàç ðàâåíñòâà (1), èìååì b1 = bn+1 = an·bn = an·an−1·bn−1 = an·an−1·an−2·bn−2 =
. . . = an · an−1 · . . . · a1b1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èëè b1 = 0, èëè a1a2a3 . . . an = 1.

Åñëè b1 = 0, òî è âñå bk ðàâíû íóëþ. Òîãäà èç ðàâåíñòâ (2) ñëåäóåò, ÷òî a2 = −a1 è
a3 = −a2 = a1, ïîýòîìó òðåòèé ìíîãî÷ëåí ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì. Åñëè a1 = 0, òî ðàâíû âñå
ìíîãî÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îíè èìåþò âèä y = x2). Â ýòîì ñëó÷àå n = 1. Åñëè æå
a1 6= 0, òî ïåðâûé è âòîðîé ìíîãî÷ëåíû ðàçëè÷íû (n = 2), è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî a óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî: êîðíè ìíîãî÷ëåíà y = x2 + ax ÿâëÿþòñÿ êîýôôè-
öèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà y = x2 − ax è íàîáîðîò. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå bk íå ðàâíû
íóëþ.

Â ýòîì ñëó÷àå a1a2a3 . . . an = 1, è, ïîñêîëüêó âñå ýòè êîýôôèöèåíòû öåëûå, |ak| = 1
ïðè âñåõ k ∈ N. Èç ðàâåíñòâà (2) ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî bk 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñëó÷àé ak =
−ak+1 íåâîçìîæåí, ïîýòîìó ëèáî âñå ak ðàâíû 1, ëèáî âñå îíè ðàâíû −1. Òîãäà èç òîé
æå ôîðìóëû (2) íàõîäèì, ÷òî bk = −2ak, ò. å. âñå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò (îíè ëèáî âñå
èìåþò âèä y = x2−x+2, ëèáî âèä y = x2 +x−2). Îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ, ïðè ýòîì n = 1.

Îòâåò: n = 1, n = 2.

Ðåøåíèå 9.4. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Îòìåòèì íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà òî÷êè: íà
AC òî÷êè B′ è B′′ òàê, ÷òî AB′ = B′B′′ = B′′C, íà AB � òî÷êè C ′ è C ′′ òàê, ÷òî BC ′ =
C ′C ′′ = C ′′A, íà BC � òî÷êè A′ è A′′ òàê, ÷òî CA′ = A′A′′ = A′′C (ñì. ðèñóíîê). Ïî òåîðåìå
Ôàëåñà ïðÿìûå C ′A′′, C ′′A′ è AC áóäóò ïàðàëëåëüíû; ýòî æå îòíîñèòñÿ ê ïðÿìûì A′′B′

è AB. Ïóñòü ïðÿìûå A′C ′′ è B′A′′ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. ×åòûð¼õóãîëüíèê AC ′′OB′ �
ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó C ′′O = AB′ =

b

3
, ãäå b = AC. Òîãäà ïëîùàäü òðàïåöèè AC ′′OB′′

ðàâíà C ′′O + AB′′

2
· hO =

b

2
· hb

3
=

SABC

3
(çäåñü hO � âûñîòà ðàññìàòðèâàåìîé òðàïåöèè,

à hb � âûñîòà òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà ñòîðîíó AC; ÿñíî, ÷òî hO =
hb

3
). Àíàëîãè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî SCB′′OA′′ = SBA′′OC′′ =
SABC

3
. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî òðàïåöèè AC ′′OB′′,

CB′′OA′′ è BA′′OC ′′ ñîñòàâëÿþò òðåóãîëüíèê ABC.

15



B

O

BB C

C

C À
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Ðåøåíèå 9.4. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ïðîâåäåì ÷åðåç íåå îòðåçêè A′B′′, A′′C ′, B′C ′′ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíî
AB, AC, BC, ïðè ýòîì òî÷êè A′, A′′, òî÷êè B′, B′′, òî÷êè C ′, C ′′ ïîñòàâèì íà ñòîðîíàõ
BC, AC,AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåä¼ì îòðåçêè A′′C ′, C ′′B′ B′′A′ � ñì. ðèñóíîê.

Ïîêàæåì, ÷òî òðàïåöèè B′OA′C, C ′OB′A, A′OC ′B ðàâíîâåëèêè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü, ÷òî âñå 9 òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèò òðåóãîëüíèê ABC ðàâíû äðóã
äðóãó, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òðàïåöèÿ ñîñòîèò ðîâíî èç òð¼õ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ. Òðå-
óãîëüíèê C ′′BA′ ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC, íî òîãäà BO � ìåäèàíà â C ′′BA′, ñëåäî-
âàòåëüíî C ′′O = OA′. Àíàëîãè÷íî C ′O = OB′′ è A′′O = OB′. Íî òîãäà òðåóãîëüíèêè
B′OB′′, C ′′C ′O,OA′′A′ ðàâíû äðóã äðóãó ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì.
Òðåóãîëüíèêè OB′C ′′, A′B′′O, A′′OC ′ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè ðàâíû ñî-
îòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì OA′′A′, C ′′C ′O, B′OB′′. Èòàê, âñå ýòè øåñòü òðåóãîëüíèêîâ
ðàâíû äðóã äðóãó. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó AC ′′OB′ � ïàðàëëåëîãðàìì, òî ðàâíû òðåóãîëü-
íèêè AC ′′B′ è OB′C ′′ (ñâîéñòâî äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà). Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèêè
C ′BA′′, B′′A′C ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêàì A′′OC ′, A′B′′O. Èòàê, âñå äåâÿòü âíóò-
ðåííèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû äðóã äðóãó. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè òðàïåöèè ðàâíîâåëèêè.

Ðåøåíèå 9.4. ÒÐÅÒÈÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëü-
íèêà ABC. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ îòðåçêè A′B′′, A′′C ′, B′C ′′ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíî
AB, AC, BC, ïðè ýòîì òî÷êè A′, A′′, òî÷êè B′, B′′, òî÷êè C ′, C ′′ ïîñòàâèì íà ñòîðîíàõ
BC, AC,AB ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîêàæåì, ÷òî òðàïåöèè B′OA′C, C ′OB′A è A′OC ′B ðàâíîâåëèêèå. Ïðîâåä¼ì àô-
ôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê ABC â ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê A1B1C1. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìûå â ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñåðåäèíû îòðåçêîâ â ñåðåäèíû îòðåçêîâ, òî åñòü
B′

1O1A
′
1C1, C ′

1O1B
′
1A1, A′

1O1C
′
1B1 � òàêæå òðàïåöèè, à O1 ïî-ïðåæíåìó òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ìåäèàí. Ýòè òðàïåöèè ðàâíîâåëèêè, è äàæå ðàâíû (ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîâîðîòîì
âîêðóã òî÷êè O1 íà 120◦). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (òàêæå àôôèííîå) ïåðåâîäèò ðàâ-
íîâåëèêèå ôèãóðû â ðàâíîâåëèêèå, ñëåäîâàòåëüíî òðàïåöèè B′OA′C, C ′OB′A, A′OC ′B
òàêæå ðàâíîâåëèêè.

Îòâåò: Ìîæíî.
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Ðåøåíèå 9.5. Ñïóñòÿ ìåñÿö ëå÷åíèÿ êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ ÷åòâåðòèíîê êðàòíî 8,
÷òî ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî òàáëåòîê. Òîãäà çà ýòîò ìåñÿö áûëî ñúåäåíî (ïî ÷àñòÿì) öåëîå
÷èñëî òàáëåòîê, à ïîñêîëüêó êàæäûé äåíü ñúåäàëàñü ÷åòâåðòèíêà, òî êîëè÷åñòâî òàêèõ
äíåé (â ïåðâîì ìåñÿöå ëå÷åíèÿ) äåëèòñÿ íà 4. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ïåðâûé ìåñÿö
ñîäåðæèò 28 ôåâðàëÿ íåâèñîêîñíîãî ãîäà. Òîãäà ïîñëåäóþùèå òðè ìåñÿöà ñîñòàâëÿþò 30+
31 + 30 = 92 äíÿ ðîâíî, è çà ýòî âðåìÿ áóäåò ñúåäåíî ðîâíî 23 òàáëåòêè.

Ïóñòü ïîñëå ìåñÿöà ëå÷åíèÿ îñòàëîñü x òàáëåòîê è 8x ÷åòâåðòèíîê. Çàìåòèì, ÷òî çà
îäèí äåíü ìîæåò äîáàâèòüñÿ íå áîëåå òð¼õ ÷åòâåðòèíîê, çíà÷èò, çà ïåðâûé ìåñÿö ìîæåò
îáðàçîâàòüñÿ íå áîëåå 84 ÷åòâåðòèíîê. Èç óñëîâèÿ 8x 6 84 ïîëó÷àåì x 6 10. Äàëåå, ïîñëå
ìåñÿöà ëå÷åíèÿ îñòàëîñü ëåêàðñòâà (â òàáëåòêàõ è ÷åòâåðòèíêàõ) 3x òàáëåòîê, à ïîñëå åù¼
92 äíåé ëå÷åíèÿ áóäåò òîëüêî 3x − 23 òàáëåòêè. Ýòî êîëè÷åñòâî îáðàçóåòñÿ 5-þ öåëûìè
òàáëåòêàìè è n ÷åòâåðòèíêàìè; èç óðàâíåíèÿ 3x−23 = 5+n/4 ïîëó÷àåì, ÷òî n = 4(3x−28).
×èñëî 3x− 28 äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, ïîýòîìó x > 10. Íî òîãäà x = 10, à n = 8.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà.

Îòâåò: 8 ÷åòâåðòèíîê.
Ðåøåíèå 9.6. Îòìåòèì íà äóãå òî÷êó O òàê, ÷òî ∠DAO = 30o. Ïîêàæåì, ÷òî ïî-

ëîæåíèå îòðåçêà MN èñêîìîå, åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè,
ON = OM, ïîñêîëüêó sin 30o = 1

2
.

Ïóñòü M ′N ′ � êàêîé-òî äðóãîé ðàçðåç èñõîäíîãî êâàäðàòà,

B

D
N

O

M

C

N

O

M

A
`

`

`

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 6

ïóñòü òî÷êà O′ � ïåðåñå÷åíèå äóãè è îòðåçêà M ′N ′. Äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü S êðèâîëèíåéíûõ
òðåóãîëüíèêîâ BMO è OND ìåíüøå, ÷åì S ′ � ñóììàðíàÿ
ïëîùàäü êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ BM ′O′ è O′N ′D.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O′ íàõîäèòñÿ íà äóãå BO,
òîãäà O′N ′ > OM ′. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü S ′ ïîëó÷àåòñÿ
èç S óìåíüøåíèåì íà SO′M ′MO è óâåëè÷åíèåì íà SO′N ′NO. Íî
SO′N ′NO > NN ′ ·ON = MM ′ ·OM > SO′M ′MO òàê êàê O′N ′ >
OM ′. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå S ′ > S.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà O′ íàõîäèòñÿ íà äóãå DO,
òîãäà O′N ′ < OM ′. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü S ′ ïîëó÷àåòñÿ
èç S óâåëè÷åíèåì íà SO′M ′MO è óìåíüøåíèåì íà SO′N ′NO. Íî
SO′N ′NO < NN ′ ·ON = MM ′ ·OM < SO′M ′MO, òàê êàê O′N ′ <
OM ′. Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå S ′ > S.

Îòâåò: Ðàçðåç MN äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïàðàëëåëüíîé AD ñðåäíåé ëèíèè êâàäðàòà.
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Ðåøåíèÿ 10 êëàññà

Ðåøåíèå 10.1. Êîãäà Ä. Â. ðàçëîæèë ãèðè â ÷åòûðå êó÷êè, ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ èç
íèõ îêàçàëîñü ïî îäíîé ãèðå. ßñíî, ÷òî âåñà ýòèõ ãèðü ïî 1/4 êã. Êîãäà ãèðè ðàñêëàäûâàë
Ñ. Ý., ýòè äâå ãèðè áûëè â ðàçíûõ êó÷êàõ (òàê êàê 2 · 1/4 > 1/3). Êðîìå òîãî, íè îäíà
ãèðÿ íå ìîæåò âåñèòü áîëåå 1/4 êã (èíà÷å Ä. Â. íå óäàëîñü áû ðàçëîæèòü ãèðè òàê, êàê
îí ýòî ñäåëàë), ïîýòîìó ó Ñ. Â. â êàæäîé êó÷êå ðîâíî 2 ãèðè. Çíà÷èò, âòîðàÿ ãèðÿ â òîé
êó÷êå, ãäå ëåæèò 250-ãðàììîâàÿ ãèðÿ, èìååò âåñ 1/3 − 1/4 = 1/12 êã. Ñíîâà ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèå ó Ä. Â. Åñëè ýòè äâå ãèðè ïî 1/12 êã ëåæàò â îäíîé êó÷êå, òî òàì ëåæèò åù¼
îäíà ãèðÿ âåñîì 1/12 êã, è òîãäà ïîñëåäíÿÿ êó÷êà (âåñîì 1/4 êã) ñîñòîèò òàêæå èç îäíîé
ãèðè. Åñëè æå ãèðè ïî 1/12 êã ëåæàò â ðàçíûõ êó÷êàõ, òî ñ íèìè ëåæèò åù¼ ïî îäíîé
ãèðå âåñîì 1/4− 1/12 = 1/6 êã.

Îòâåò: Äâà âàðèàíòà: ëèáî òðè ãèðè ïî 1/4 êã è òðè ïî 1/12 êã, ëèáî äâå ãèðè ïî 1/4
êã, äâå � ïî 1/6 êã, äâå � ïî 1/12 êã.

Ðåøåíèå 10.2. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Âñåãî áàáóëÿ êóïèëà çà 4 äíÿ 10 áóëîê, à ïî-
òðàòèëà 184 ðóáëÿ, çíà÷èò áóëêà õëåáà ñòîèò íå ìåíüøå 18 ðóáëåé 40 êîïååê (âåäü áàáóëå
äàëè êàêóþ-òî ñêèäêó), íî ìåíüøå 19 ðóáëåé (èíà÷å áàáóëÿ ïîòðàòèëà áû ìèíèìóì 190
ðóáëåé). Áóäåì íàçûâàòü èçëèøêîì îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 18 ÷èñëà ðóáëåé, ïîòðà÷åí-
íûõ áàáóëåé çà äåíü (êàæäûé äåíü èçëèøåê ñâîé). Â ïåðâûé äåíü èçëèøåê ðàâåí íóëþ,
êàæäûé ñëåäóþùèé èçëèøåê íå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî, íî íå áîëüøå, ÷åì íà 1, êðîìå òî-
ãî ñóììà âñåõ èçëèøêîâ ðàâíà 184 − 180 = 4. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðåáîðîì íàéòè
åäèíñòâåííûé âàðèàíò ðàñïðåäåëåíèÿ èçëèøêîâ ïî äíÿì: 1 � âî âòîðîé, 1 � â òðåòèé, 2 �
â ÷åòâ¼ðòûé. Ïóñòü áóëêà õëåáà ñòîèò 18 ðóáëåé n êîïååê. Òîãäà (èç àíàëèçà îñòàòêîâ)
2n > 100, 3n < 200, 200 6 4n < 300, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 50 6 n 6 66. Çíà÷èò 10
áóëîê ñòîÿò îò 185 ðóáëåé 00 êîïååê äî 186 ðóáëåé 60 êîïååê. Ñàìàÿ áîëüøàÿ ñêèäêà èç
âîçìîæíûõ � 2 ðóáëÿ 60 êîïååê.

Ðåøåíèå 10.2. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè ñòîèìîñòè áóë-
êè êàæäàÿ ïîêóïêà áàáóëè áóäåò ñòîèòü äîðîæå, ïîýòîìó ñàìàÿ áîëüøàÿ ñêèäêà áóäåò
ïðè ñàìîé âûñîêîé èç âîçìîæíûõ öåí (çà îäíó áóëêó), ïðè êîòîðîé îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ
âîçìîæíà. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ýòó öåíó óâåëè÷èòü õîòü íà 1 êîïåéêó, òî áàáóñÿ äàæå ñ
ó÷¼òîì ñêèäîê äîëæíà áóäåò çàïëàòèòü áîëüøå 184 ðóá. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé öåíîé áóäåò
öåíà áóëêè, ðàâíàÿ 18 ðóáëÿì 66 êîïåéêàì. Â ñàìîì äåëå, ýòà öåíà ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå
çàäà÷è (18+37+55+74=184), à óæå ïðè öåíå 18 ðóáëåé 67 êîïååê â òðåòèé äåíü áàáóëÿ
äîëæíà çàïëàòèòü 56 ðóáëåé, à â îñòàëüíûå íå ìåíüøå, ñëåäîâàòåëüíî, îíà çàïëàòèò íå
ìåíüøå 185 ðóáëåé. Èòàê, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòîèìîñòü 10 áóëîê � 186 ðóáëåé 60
êîïååê, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñêèäêà � 2 ðóáëÿ 60 êîïååê.

Îòâåò: 2 ðóáëÿ 60 êîïååê.
Êîììåíòàðèé: Ïóñòü x � ñòîèìîñòü õëåáà â ðóáëÿõ ([x] � ñòîèìîñòü õëåáà â ðóáëÿõ

çà âû÷åòîì êîïååê). Â çàäà÷å ïðåäëàãàåòñÿ èç óðàâíåíèÿ [x]+ [2x]+ [3x]+ [4x] = 184 íàéòè
íàèáîëüøóþ äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. {x}, è âûðàçèòü å¼ â êîïåéêàõ.

Ðåøåíèå 10.3. Ïóñòü ÷èñëî ak0 íàèáîëüøåå, ïðè ýòîì, åñëè òàêîâûõ ÷èñåë íåñêîëü-
êî, âûáåðåì íîìåð k0 íàèìåíüøèì èç âîçìîæíûõ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü
ñðåäè ÷èñåë ak åñòü ïîëîæèòåëüíûå. Òîãäà ak0 > 0, ïîýòîìó k0 6= 1 è k0 6= n, çíà÷èò, ñóùå-
ñòâóþò ÷èñëà ak0−1 è ak0+1. Â ñèëó âûáîðà íîìåðà k0 ak0−1 < ak0 è ak0 > ak0+1. Íî òîãäà
ak0−1 + ak0+1 < 2ak0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå 10.4. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Îáîçíà÷èì äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ÷å-
ðåç a è b; òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç O (ñì. ðèñóíîê). Îòìåòèì íà ïðÿìîé a
ïàðó òî÷åê A′, A′′, óäàë¼ííûõ íà ðàññòîÿíèå l îò ïðÿìîé b. Ýòè äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò
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èñêîìîìó ÃÌÒ. Îòðàçèì ýòè òî÷êè îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïðÿìûõ � áèññåêòðèñ óãëà,
îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè a è b. Ïîëó÷èì äâå òî÷êè B′, B′′ íà ïðÿìîé b, ïðè÷¼ì ïî ïîñòðî-
åíèþ OB′ = OB′′ = OA′ = OA′′ � ñì. ðèñóíîê. Ïîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ
A′B′, B′A′′, A′′B′′, B′′A′ (ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà A′B′A′′B′′) è åñòü èñêîìîå ÃÌÒ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C, ýòà òî÷êà ëåæèò â îäíîì èç óãëîâ A′OB′, B′OA′′,
A′′OB′′, B′′OA′ (âîçìîæíî, íà ãðàíèöå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü òî÷êà C ïðèíàä-
ëåæèò óãëó A′OB′. Ïóñòü ha, hb � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè C äî ïðÿìûõ a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî SOA′C =

OA′ · ha

2
, SOB′C =

OA′ · hb

2
, îòêóäà ha + hb

2
=

SOA′C + SOB′C

OA′ . Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ C = A′ ïîëó÷àåì l

2
=

l + 0

2
=

SOA′B′ + SOB′B′

OA′ =
SOA′B′

OA′ . Íî C ïðèíàäëåæèò
èñêîìîìó ÃÌÒ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ha + hb = l, ò. å. SOA′C + SOB′C = SOA′B′ . Ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî òðåóãîëüíèê OA′B′ äåëèòñÿ íà äâà òðåóãîëüíèêà
OA′C, OB′C (âîçìîæíî îäèí èç íèõ âûðîæäåí), ò. å. òî÷êà C ïðèíàäëåæèò îòðåçêó A′B′.
Àíàëîãè÷íî àíàëèçèðóþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà òî÷êà C ïîïàäàåò â îäèí èç òð¼õ óãëîâ.

Ðåøåíèå 10.4. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Çàìåòèì, ÷òî ðàñ-

B

A

A

l

a

b

h

h

l

C

O

B

a

b

`

`

`

`

`

`

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

ñòîÿíèå îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ïðÿìîé äî äðóãèõ å¼ òî÷åê
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, ëèíåéíóþ íà êàæäîì ëó÷å, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåò ïðÿìóþ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Àíàëîãè÷-
íî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé â ïëîñ-
êîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, ëèíåéíóþ â êàæäîé èç
äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, îáðàçîâàííûõ ýòîé ïðÿìîé (ïðè÷åì ïî-
ëóïëîñêîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ ãðàíèöåé). Òîãäà
ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé â êàæäîì èç òåõ ÷åòûðåõ óãëîâ, íà
êîòîðûå ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìûìè.

Ðàññìîòðèì îäíó èç ïðÿìûõ, íà íåé èìååòñÿ ðîâíî äâå
òî÷êè (â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè � ñâîÿ), ðàññòîÿíèå îò êî-
òîðûõ äî âòîðîé ïðÿìîé ðàâíî l. Íî òîãäà äëÿ ýòèõ òî÷åê
èñêîìàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé ðàâíà l, òî åñòü îíè èç èñêîìîãî
ÃÌÒ. Îáîçíà÷èì ïàðû (äëÿ êàæäîé èç ïðÿìûõ a è b) òàêèõ
òî÷åê, ÷åðåç A′, A′′ è B′, B′′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a è b
÷åðåç O.

Ïðÿìûå a è b ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà ÷åòûðå óãëà, ðàññìîòðèì ëþáîé èç íèõ, íàïðè-
ìåð, A′OB′. Âûøå çàìå÷åíî, ÷òî òî÷êè A′, B′ ïðèíàäëåæàò èñêîìîìó ÃÌÒ, è â ýòîì óãëó
ñóììà ðàññòîÿíèé � ëèíåéíàÿ ôóíöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî âåñü îòðåçîê A′B′ ïðèíàäëåæèò
èñêîìîìó ÃÌÒ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî äðóãèå òî÷êè èç ýòîãî óãëà íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ÃÌÒ. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå, è ÷åðåç ïîíÿòèå ëèíåéíîñòè. ßñíî, ÷òî
òî÷êà O íå ïðèíàäëåæèò ÃÌÒ. Âîçüì¼ì â óãëó A′OB′ íåêîòîðóþ òî÷êó C 6= O íå èç
îòðåçêà A′B′. Íà ëó÷å OC ñóììà ðàññòîÿíèé ëèíåéíà, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â òî÷êå O è
çíà÷åíèå l â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à ñ îòðåçêîì A′B′, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå l îíà
íèãäå áîëüøå íà ëó÷å ïðèíèìàòü íå ìîæåò, â òîì ÷èñëå, è â òî÷êå C. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ
íå ëåæàùàÿ íà îòðåçêå A′B′ òî÷êà C èç óãëà A′OB′ íå ïðèíàäëåæèò ÃÌÒ. Ïåðåáèðàÿ âñå
4 óãëà, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå ÃÌÒ � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ A′B′, A′B′′, A′′B′, A′′B′′.

Îòâåò: Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà îäíîé èç
äàííûõ ïðÿìûõ è óäàëåíà îò äðóãîé ïðÿìîé íà ðàññòîÿíèå l.

Ðåøåíèå 10.5. Ñìîòðèòå 7.6.
Ðåøåíèå 10.6. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò ïðè äåëåíèè íà 9 òîò æå îñòàòîê,
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÷òî è ñóììà åãî öèôð. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç æåòîíîâ 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7. Ñóììà åãî öèôð ðàâíà 28, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 9 ó ëþáîãî
òàêîãî ÷èñëà ðàâåí 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå, òî
èõ ÷àñòíîå ïðè äåëåíèè íà 9 èìååò îñòàòîê 1. Òîãäà ÷àñòíîå èëè ðàâíî 1 (÷òî íåâîçìîæíî,
ïîñêîëüêó ÷èñëà ðàçëè÷íû), èëè íå ìåíüøå 10, ÷òî òîæå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó äåëÿòñÿ
÷èñëà ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì öèôð.
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Ðåøåíèÿ 11 êëàññà

Ðåøåíèå 11.1. Åñëè áû ÷èñëî ôîòîãðàôèé áûëî ðàçëè÷íî âî âñåõ ïÿòè àëüáîìàõ, òî
èõ ÷èñëî � â ïåðâîì ñî âòîðûì, â ïåðâîì ñ òðåòüèì, â ïåðâîì ñ ÷åòâ¼ðòûì, â ïåðâîì ñ ïÿ-
òûì � ïðèíèìàëè áû ðîâíî ÷åòûðå ðàçíûõ çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, åñòü àëüáîìû ñ îäèíàêîâûì
÷èñëîì ôîòîãðàôèé. Ñîñòàâèì èç íèõ ïàðó, â ñóììå â íèõ ÷¼òíîå ÷èñëî ôîòîãðàôèé, òî
åñòü 88. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì èç íèõ ïî 44 ôîòîãðàôèè. Íàçîâ¼ì àëüáîìû ñ 44 ôîòî-
ãðàôèÿìè ñðåäíèìè. Â îäíîé èç ïàð àëüáîìîâ âñåãî 101 ôîòîãðàôèÿ, òîãäà â íåé èìååòñÿ
àëüáîì ñ ÷èñëîì ôîòîãðàôèé áîëüøå, ÷åì â ñðåäíåì àëüáîìå (íàçîâ¼ì òàêèå àëüáîìû
áîëüøèìè). Ñîñòàâèì èç áîëüøîãî è ñðåäíåãî ïàðó; òîãäà â íèõ âñåãî 101 ôîòîãðàôèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì áîëüøîì àëüáîìå 101 − 44 = 57 ôîòîãðàôèé. Òàêèõ àëüáîìîâ
â òî÷íîñòè îäèí, èíà÷å òàêàÿ ïàðà áîëüøèõ àëüáîìîâ ñîäåðæàëà áû 114 ôîòîãðàôèé.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëüáîìà ñ ÷èñëîì ôîòîãðàôèé ìåíüøå ñðåäíåãî
(ìàëåíüêîãî), ðàçìåð êàæäîãî òàêîãî àëüáîìà (75 − 44 = 31 ôîòîãðàôèÿ), àíàëîãè÷íî
îáîñíîâûâàåòñÿ åãî åäèíñòâåííîñòü. Ïîñêîëüêó íàéäåíî êîëè÷åñòâî áîëüøèõ è ìàëåíüêèõ
àëüáîìîâ (ïî îäíîìó), òî ìû çíàåì êîëè÷åñòâî ñðåäíèõ àëüáîìîâ: 5− 1− 1 = 3.

Îòâåò: òðè àëüáîìà ñîäåðæàò ïî 44 ôîòîãðàôèè, îäèí àëüáîì � 57, îäèí � 31 ôîòî-
ãðàôèþ.

Ðåøåíèå 11.2.ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü äëèíà ñòâîëà ó âñåõ äåðåâüåâ íà ýêâàòîðå
ðàâíà l. Ïóñòü âñå îíè óïàëè íà çàïàä. Ìûñëåííî ïåðåòàùèì èõ íà âîñòîê íà ðàññòîÿíèå 2l.
Äëèíà çàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ íå èçìåíèëàñü. Ïåðåâåðí¼ì êàæäîå íà 180 ãðàäóñîâ òàê, ÷òîáû
êîìåëü è êðîíà ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Äëèíà çàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ ñíîâà íå èçìåíèëàñü.
Îäíàêî ñåé÷àñ äåðåâüÿ íàõîäÿòñÿ â ïîëîæåíèè, â êîòîðîì îíè îêàçàëèñü áû, åñëè áû ñðàçó
óïàëè íà âîñòîê. Èòàê, äëèíà çàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ íå èçìåíèòñÿ.

Ðåøåíèå 11.2. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïîñêîëüêó äëèíà ýêâàòîðà íåèçìåííà, òî îá-
ùàÿ äëèíà çàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ íå èçìåíèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå èçìåíèòñÿ
îáùàÿ äëèíà íåçàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ, â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷òî ÷èñëî è äëèíû
íåçàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ. Íåçàâàëåííûé ó÷àñòîê âîçíèêàåò òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà îãðàíè÷èâàþùèõ åãî äåðåâüåâ � ñîñåäè, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè áîëüøå èõ âûñîòû. Â êàêóþ áû ñòîðîíó (íà âîñòîê èëè íà çàïàä) íå ïîâàëèëè
òàêèå äåðåâüÿ, äëèíà íåçàâàëåííîãî ó÷àñòêà ìåæäó íèìè áóäåò ðàâíà ðàçíîñòè ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó íèìè è èõ âûñîòû. Ïîýòîìó è ñóììàðíàÿ äëèíà íåçàâàëåííûõ ó÷àñòêîâ íå
ìîæåò èçìåíèòüñÿ.

Ðåøåíèå 11.3. Ñìîòðèòå 9.5.
Ðåøåíèå 11.4. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Íà îòðåçêå OI

O

a b c

A B I

N F

F

M

E

E1 1
P

Q

Ê ïåðâîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
4.

äëèíû 1 îòëîæèì òî÷êè A è B òàê, ÷òîáû OA = a, AB = b,
BI = c. Ìîæíî ïîëàãàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî
b > a è b > c. Ïðîâåä¼ì â òî÷êàõ A è B ïåðïåíäèêóëÿðû ê
ïðÿìîé OI è îòëîæèì íà íèõ â îäíó ïîëóïëîñêîñòü oòðåçêè
AM =

b− a

2
è BN =

b− c

2
. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè èñõîäíî-

ãî íåðàâåíñòâà ñòîèò äëèíà ëîìàíîé OMNI. Äîêàçàòü, ÷òî
îíà íå ïðåâîñõîäèò äâóõ, ëåãêî, òàê êàê ýòà ëîìàíàÿ ëåæèò
öåëèêîì â ïðÿìîóãîëüíèêå OEFI ñî ñòîðîíîé OE = 1/2,
è íå ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí ñòîðîí OE + EF + FI. Ïî-
ñëåäíåå ìîæíî îáîñíîâàòü, íàïðèìåð, òàê: ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó N (èëè ÷åðåç òî÷êó M ,
åñëè ýòà òî÷êà îêàæåòñÿ äàëüøå, ÷åì òî÷êà N îò ïðÿìîé OI) ïðÿìóþ E1F1 ïàðàëëåëüíî
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ïðÿìîé EF è ïðîäîëæèì îòðåçîê AM äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ïðÿìîé â òî÷êå P � ñì.
ðèñóíîê. Òåïåðü âèäíî, ÷òî

OM + MN + NC < OQ + QM + MP + PF1 + F1I =

= OE1 + E1F1 + F1I < OE + EF + FI = 1/2 + 1 + 1/2 = 2.

Ðåøåíèå 11.4. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a è b âåðíî
íåðàâåíñòâî

√
a2 + b2 6 a+b (äîêàçûâàåòñÿ ïî÷ëåííûì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò). Ïðèìåíèì

ýòî íåðàâåíñòâî òðèæäû:
√

a2 +
1

4
(b− c)2 +

√
b2 +

1

4
(a− c)2 +

√
c2 +

1

4
(b− a)2 6

6 a +
|b− c|

2
+ b +

|a− c|
2

+ c +
|b− a|

2
= a + b + c +

|b− c|+ |a− c|+ |b− a|
2

.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > b > c, òîãäà |b− c|+ |a− c|+ |b− a| = 2a− 2c 6 2a + 2b + 2c = 2,
è äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ðåøåíèå 11.5. Ïóñòü α = arctg(1 + x), β = arctg
(
1 +

2

x

)
. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû

α + β = π/2 + πk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k, òî tgα · tgβ = 1, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó òîãî,
÷òî tgα · tgβ = (1 + x)

(
1 +

2

x

)
6= 1 ïðè x 6= 0. Òîãäà

tg(f(x)) = tg(α + β) =
tgα + tgβ

1− tgα · tgβ =
1 + x + 1 +

2

x

1− (1 + x)
(
1 +

2

x

) = −1.

Çíà÷èò, f(x) = arctg(−1)+πn = −π/4+πk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Â ýòîì ðàâåíñòâå k = 0 èëè
k = −1, òàê êàê â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arctg t èìååì −π < f(x) < π. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáëàñòü çíà÷åíèé ìîæåò ñîäåðæàòü ëèøü ÷èñëà 3π/4,−π/4. Îñòà¼òñÿ ïîäîáðàòü òàêèå
÷èñëà x1, x2, ÷òî f(x1) = −π/4 è f(x2) = 3π/4. Äëÿ ýòîãî ãîäÿòñÿ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî x2 (â ÷àñòíîñòè, x2 = 1) è, íàïðèìåð, x1 = −1.

Îòâåò: äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {−π/4, 3π/4}.
Ðåøåíèå 11.6. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ïóñòü äàí êóá ABCDD1C1B1A1. Îòëîæèì îò

òî÷êè A âåêòîð 1

4

−−→
AA1, åãî êîíåö îáîçíà÷èì ÷åðåç A′; îòëîæèì îò òî÷êè A âåêòîð 1

2

−−→
AD,

åãî êîíåö îáîçíà÷èì ÷åðåç D′. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A′, D′, B, íàçîâ¼ì
âòîðîé. Ïðîâåä¼ì ïàðàëëåëüíî åé ïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êó A, íàçîâ¼ì ýòó ïëîñêîñòü ïåðâîé.
Ïðîâåä¼ì ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò âòîðîé ïëîñêîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî ïëîñêîñòè ñ òðåòüåé ïî
âîñüìóþ, ñîáëþäàÿ ïðîìåæóòîê, êàê ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïëîñêîñòè
èñêîìûå.

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà AD è òî÷êó D′, à ïåðâàÿ
� ÷åðåç òî÷êó A, òî òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïðîéä¼ò ÷åðåç òî÷êó D. Âåêòîð −−→

AD ïåðåíîñèò
ïåðâóþ ïëîñêîñòü â òðåòüþ, òîãäà âòîðóþ îí ïåðåíåñåò â ÷åòâ¼ðòóþ. Ïîñêîëüêó −−→AD =
−−→
BC, òî÷êà C ëåæèò â ÷åòâ¼ðòîé ïëîñêîñòè. Âåêòîð 1

4

−−→
AA1 ïåðåíîñèò ïåðâóþ ïëîñêîñòü âî

âòîðóþ, òîãäà âåêòîð −−→AA1 =
−−→
BB1 =

−−→
CC1 =

−−→
DD1 ïåðåíåñ¼ò ïåðâóþ ïëîñêîñòü â ïÿòóþ,

âòîðóþ � â øåñòóþ, òðåòüþ � â ñåäüìóþ, ÷åòâ¼ðòóþ � â âîñüìóþ, ò. å. òî÷êè A1, B1, D1 è
C1 ëåæàò íà ïÿòîé, øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé ïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó, ò. å.ïîñòðîåííûå ïëîñêîñòè � èñêîìûå.
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Ðåøåíèå 11.6. ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ðàññìîòðèì êóá ñî ñòîðîíîé 1. Ïîñòðîèì ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(1, 1, 0), A1(0, 0, 1), B1(1, 0, 1),
C1(0, 1, 1), D1(1, 1, 1). Òîãäà ïëîñêîñòè x + 2y + 4z = n, ãäå n ïðîáåãàåò öåëûå ÷èñëà îò
0 äî 7, ïàðàëëåëüíû, íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, è êàæäàÿ ïðîõîäèò
ðîâíî ÷åðåç îäíó âåðøèíó êóáà ABCDD1C1B1A1. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü èíòóèòèâíî, ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ðåøåíèå 11.6. ÒÐÅÒÈÉ ÑÏÎÑÎÁ. Äëÿ ïîëî-

B

B

A

A

A

D

D

D

C

C

1

1
1

1

`
`

Ê ïåðâîìó ðåøåíèþ çàäà÷è 6.

æèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ l ñ òàêèì ñâîéñòâîì: åñ-
ëè ñïðîåöèðîâàòü âåðøèíû êóáà íà l, òî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîåêöèÿìè îêàæóòñÿ îäèíàêîâû-
ìè. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùèå ÷åðåç ïðîåêöèè è ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìîé l,
î÷åâèäíî, èñêîìûå. Ïîñòðîèì òàêóþ ïðÿìóþ.

Ïóñòü äàí êóá ABCDA′B′C ′D′ ñ ðåáðîì AB = a.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðåáðî AB
è ÷åðåç òî÷êó F � ñåðåäèíó ðåáðà CC ′. Ïóñòü C1, D1,
A′

1, B′
1, C ′

1 è D′
1 � ïðîåêöèè íà ýòó ïëîñêîñòü âåðøèí

C, D, A′, B′, C ′ è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïðîåêöèè
ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ áîêîâûõ ãðàíåé (ò. å. íà ïðÿìûõ
BF è AE). Äîêàæåì ýòîò ôàêò íà ïðèìåðå òî÷êè C
(äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê àíàëîãè÷íî). Ïóñòü òî÷êà X ïðÿìîé BF òàêîâà, ÷òî CX ⊥ BF .
Òàê êàê ïðÿìàÿ AB ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè BCF , òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþáîé
ïðÿìîé èç ýòîé ïëîñêîñòè, â ÷àñòíîñòè, AB ⊥ CX. Òîãäà ïðÿìàÿ CX ïåðïåíäèêóëÿðíà
äâóì íå ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì ïëîñêîñòè ABF , ò. å. ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè.
Çíà÷èò, òî÷êè X è C1 ñîâïàäàþò.

Ïîêàæåì, ÷òî BB′
1 = B′

1C1 = C1C
′
1, òî åñòü, ÷òî îòðåçîê BC ′

1 ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè
B′

1, C1 íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äåéñòâèòåëüíî, îòðåçêè BC1, B
′
1C

′
1 ðàâíû êàê ïðîåêöèè ðàâ-

íûõ ñòîðîí BC è B′C ′, ïîýòîìó îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî BB′
1 = BC1/2. Ýòî âåðíî, ïîñêîëü-

êó C1C = BC1/2 èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BCC1 è BFC, à BB′
1 = C1C â ñèëó ïîâîðîòà

êâàäðàòà BCC ′B′ íà 90o.
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Ê òðåòüåìó ðåøåíèþ çàäà÷è 6.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðÿìóþ l, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè ABF è ïðîåêöèè òî÷åê A, B,
C1, D1, A′

1, B′
1, C ′

1 è D′
1 íà ýòó ïðÿìóþ. (Ýòè ïðîåêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ íèæ-

íåãî èíäåêñà 2, íàïðèìåð, C2 � ïðîåêöèÿ òî÷êè C1.) Ïî òåîðåìå î òð¼õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ
îíè áóäóò òàêæå ïðîåêöèÿìè âåðøèí êóáà íà ýòó ïðÿìóþ. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà ïîëó÷èì,
÷òî B2B

′
2 = B′

2C2 = C2C
′
2 è A2A

′
2 = A′

2D2 = D2D
′
2. Îñòà¼òñÿ ïðîâåñòè ïðÿìóþ l òàê, ÷òîáû

òî÷êà B2 îêàçàëàñü ñåðåäèíîé îòðåçêà A2A
′
2.

Ïî òåîðåìå Ôàëåñà òî÷êà B2 áóäåò ñåðåäèíîé A2A
′
2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëó÷ BB2

áóäåò ïåðåñåêàòü ñåðåäèíó îòðåçêà AA′
1. Ïðîâåäåì ëó÷ èç B′, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó ñåðå-

äèíó. Òîãäà èñêîìàÿ ïðÿìàÿ l äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ëó÷ó è ïðîõîäèòü ÷åðåç B,
òî åñòü íàì äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå l âçÿòü ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè B íà ýòîò ëó÷.

Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé l, áóäåò îáëàäàòü íóæíûì ñâîéñòâîì: ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîåêöèÿìè âåðøèí íà ýòó ïðÿìóþ îäèíàêîâû. Çàäà÷à ðåøåíà.

Ðåøåíèå 11.6. ×ÅÒÂ�ÐÒÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Ðàññìîòðèì êâàäðàò ABCD. Ïðîâåä¼ì
â ïëîñêîñòè ABC ïàðàëëåëüíî BD ïðÿìûå lA, lB, lC , lD ÷åðåç òî÷êè A, B, C, D ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàçîâåì êàæäóþ èç òî÷åê A, B, C, D öåíòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïðÿìîé
(ïðÿìûå lB è lD, êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñîâïàäàþò, íî öåíòðû èìåþò ðàçíûå).
Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè BD, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïðÿìûìè lA è lB áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó lB è lC .

Êàæäóþ ïðÿìóþ (èç ñïèñêà lA, lB, lC , lD) íà÷í¼ì ïîâîðà÷èâàòü âîêðóã å¼ ñîáñòâåííîãî
öåíòðà; ïîâîðà÷èâàòü èõ áóäåì â ïëîñêîñòè ABC (â íàïðàâëåíèè îáõîäà ABCD), è âñå
íà îäèí è òîò æå óãîë. Ïðè òàêîì ïîâîðîòå ïî�ïðåæíåìó âñå ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè BD. Åñëè ïîâåðíóòü ïðÿìûå íà 45o, òî
ïðÿìàÿ lA ñîâìåñòèòñÿ ñ lB, à ïðÿìûå lB è lC áóäóò ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, ò. å. ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðÿìûìè lA è lB óæå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìûìè lB è lC . Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè íåêîòîðîì ïîâîðîòå (íà óãîë ìåíüøå 45o) ýòè ðàññòîÿíèÿ áóäóò ðàâíû. Òîãäà ïðè ýòîì
ïîâîðîòå ñ íèìè ñîâïàä¼ò è ðàññòîÿíèå ìåæäó lC è lD (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè
BD). Ïîëó÷åííîå ïðè òàêîì ïîâîðîòå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ íàçîâ¼ì l0A, l0B, l0C , l0D. Ýòè
ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, ïðîõîäÿò êàæäàÿ ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó, è ðàññòîÿíèå
ìåæäó l0A è l0B, l0B è l0D, l0D è l0C , îäèíàêîâî. Íàçîâ¼ì ïàðû (l0A, l0B), (l0B, l0D), (l0D, l0C) ñîñåäÿìè.

Ïðîâåä¼ì ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì l0A, l0B, l0C , l0D åù¼ ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûå l1A, l1B,
l1C , l1D ÷åðåç âåðøèíû A1, B1, C1, D1 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ âîñüìè ïðÿìûõ
ïðîâåä¼ì ñîäåðæàùóþ ýòó ïðÿìóþ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíî ðåáðó AA1, äëÿ êàæäîé èç
ïîëó÷åííûõ ïëîñêîñòåé èñõîäíóþ äëÿ íå¼ ïðÿìóþ íàçîâ¼ì îñüþ. Âñå âîñåìü ïëîñêîñòåé
α0

A, α0
B, α0

C , α0
D, α1

A, α1
B, α1

C , α1
D äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå ïàðû; â êàæäîé ïàðå ïëîñêîñòè, êàê

ìíîæåñòâà, ñîâïàäàþò; âñå ïëîñêîñòè èç ðàçíûõ ïàð ïàðàëëåëüíû; ñîñåäíèå ïëîñêîñòè
íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

Êàæäóþ èç ïîñòðîåííûõ âîñüìè ïëîñêîñòåé íà÷í¼ì ïîâîðà÷èâàòü âîêðóã å¼ ñîáñòâåí-
íîé îñè; ïîâîðà÷èâàòü èõ áóäåì íà îäèí è òîò æå óãîë, â íàïðàâëåíèè îáõîäà A1ABB1.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì òàêîì ïîâîðîòå âîñåìü ïëîñêîñòåé áóäóò ïàðàëëåëüíû, äëÿ ëþ-
áûõ ñîñåäåé (l0X , l0Y ) â ñèëó ñèììåòðèè ðàññòîÿíèå ìåæäó α0

X è α0
Y ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó

α1
X è α1

Y . Áîëåå òîãî, åñëè óãîë ïîâîðîòà ìåíüøå 90o, ýòî ðàññòîÿíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñîñåäåé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì òàêîì ïîâîðîòå ó íàñ èìåþòñÿ 8 ïàðàëëåëüíûõ äðóã
äðóãó ïëîñêîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó, ñðåäè ïëîñêîñòåé α0

A,
α0

B, α0
D, α0

C ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ðàâíû, è ðàâíû ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ñîñåäíèìè
ñðåäè ïëîñêîñòåé α1

A, α1
B, α1

D, α1
C . Íî òîãäà îñòàëîñü íàéòè ïîâîðîò, ïðè êîòîðîì ýòè ïëîñ-

êîñòè èäóò äðóã çà äðóãîì â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: α0
A, α1

A, α0
B, α1

B, α0
D, α1

D, α0
C , α1

C ; ïðè÷¼ì
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α0

A è α1
A, è ïëîñêîñòÿìè α1

A è α0
B îäíî è òîæå.

Ðàññìîòðèì ëþáûõ ñîñåäåé (l0X , l0Y ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α01
XY âñïîìîãàòåëüíóþ ïëîñêîñòü,
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ñîäåðæàùóþ ïðÿìûå l0X , l1Y ; ëåãêî âèäåòü, ÷òî óãîë ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ ó ïëîñêîñòåé α0
X , α1

Y

îäèíàêîâ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìûìè îäíî è òîæå, òî è
ýòîò óãîë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû ñîñåäíèõ ïðÿìûõ, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕ. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ïîâîðîòå íà ýòîò óãîë ïëîñêîñòè α1

X , α0
Y ñîâïàäóò ñ α01

XY . Òîãäà ïðè ïîâîðîòå íà
ïîëîæèòåëüíûé óãîë, íå ïðåâîñõîäÿùèé ϕ, ïëîñêîñòè áóäóò íàõîäèòüñÿ â óêàçàííîì âûøå
ïîðÿäêå.

Ïîñêîëüêó ïðè íóëåâîì ïîâîðîòå ñîâïàäàëè ïëîñêîñòè α0
A è α1

A, à òàêæå ïëîñêîñòè α0
B

è α1
B, à ïðè ïîâîðîòå íà óãîë ϕ ñîâïàëè ïëîñêîñòè α1

A è α0
B, òî ïðè íåêîòîðîì ïîâîðîòå,

íà óãîë ìåíüøèé, ÷åì ϕ, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α0
B è α1

B áóäåò ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α1

A è α0
B. Äàííûé óãîë � èñêîìûé. Ïîâîðîò íà íåãî ïîñòðîåííûõ

ðàíåå 8 ïëîñêîñòåé âîêðóã ñâîèõ îñåé äàñò òðåáóåìîå èõ ðàñïîëîæåíèå.
Îòâåò: Ìîæíî.
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